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Рассмотрим краевую задачу

x′′ +
1

(t+ 1)2

(∫ 1

0

x(s)ds

)2

= 0, 0 < t < 1, (1)

x(0) = x(1) = 0. (2)

Редуцируем краевую задачу (1)–(2) к задаче Коши в интеграль-
ной форме

x(t) = (ln(1 + t)− t)

(∫ 1

0

x(s)ds

)2

+ αt, 0 < t < 1, (3)

где α — произвольное число, соответствующее начальному условию
x(0) = α.

Существование и единственность положительного решения за-
дачи (1)–(2) ранее автором было установлено в работе [1]. На ос-
новании соответствующих априорных оценок [1] положительного
решения задачи (1)–(2) и необходимой малости | ln(1+ t)− t| можно
утверждать, что рассматриваемый итерационный процесс сходится
при любом начальном приближении.

При численной реализации метода простой итерации решения
уравнения (3) для подсчета интеграла мы воспользовались квадра-
турной формулой трапеции с равномерной сеткой. Соответствую-
щие итерационные расчеты осуществляем до тех пор, пока с необхо-
димой точностью не найдем число α∗, обеспечивающее выполнение
второго граничного условия x(1, α∗) = 0 краевой задачи (1)–(2).

В докладе будут представлены численные расчеты в соответ-
ствии с вышеприведенной схемой.

Литература
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жительного решения краевой задачи типа Штурма-Лиувилля для
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одного нелинейного функционально-дифференциального уравне-
ния второго порядка / Г.Э. Абдурагимов // Вестник ВГУ. Сер. :
Физика. Математика. — 2012. — № 1. — C. 77–80.

ОБ ОЦЕНКАХ ПОРЯДКА ПРИБЛИЖЕНИЯ
ФУНКЦИЙ В ОБОБЩЕННОМ
ПРОСТРАНСТВЕ ЛОРЕНЦА1

Г. Акишев (Астана, ЕНУ; Екатеринбург, УрФУ)
akishev−g@mail.ru

Рассмотрим SV [1,∞) — множество слабо меняющихся на
[1,+∞) функций (см. [1], с. 108). Для функции b ∈ SV [1,∞) , через
γb обозначается положительная функция определенная по формуле
γb(t) = b(max{t, 1t }) для всех t > 0.

Пространством Лоренца–Караматы называется множество из-
меримых на Tm = [0, 2π]m , имеющих 2π период по каждой пере-
менной xj , j = 1, . . . ,m функций f(x) = f(x1, . . . , xm) , для которых

‖f‖p,τ,b =
(∫ 1

0

f∗τ

(t)(t
1
p γb(t))

τ dt

t

) 1
τ

<∞, 1 < p, τ <∞,

где f∗(t) — невозрастающая перестановка функции |f(2πx̄)|, x̄ ∈
Im = [0, 1]m (см. [1], с. 112). Это пространство обозначается
Lp,τ,b(T

m).
Для заданного натурального числа n рассмотрим множество

✷n = {k̄ = (k1, ..., km) ∈ Zm : |kj | < n, j = 1, ...,m}, кратное
ядро Дирихле D✷n

(x̄) =
∑
k̄∈✷n

ei〈k̄,2πx̄〉, x̄ ∈ Im и свертку функции

f ∈ Lp,τ,b(T
m)

σs(f, x̄) =

∫

Im
f(ȳ)(D✷2s

(x̄− ȳ)−D✷2s−1 (x̄− ȳ))dȳ, s ∈ N.

E✷n
(f)p,τ,b = inf

T∈F✷n

||f − T ||p,τ,b — наилучшее приближение

функции f ∈ Lp,τ,b(T
m) множеством F✷n

— тригонометрических
полиномов порядка не выше n− 1 по каждой переменной.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Программы повышения
конкурентоспособности Уральского федерального университета, постановле-
ния № 211 Правительства Российской Федерации, контракт № 02.A03.21.0006.
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Пусть 1 6 θ 6 ∞ и число α > −1/θ. Рассмотрим пространство
всех функций f ∈ Lp,τ,b(T

m), для которых

∞∑

s=0

(s+ 1)αθ||σs(f)||θp,τ,b <∞.

Это пространство обозначается символом B0,α
p,τ,b,θ и называется

пространством Никольского–Бесова логарифмической гладкости.
В этом пространстве рассмотрим единичный шар

B
0,α
p,τ,b,θ = {f ∈ B0,α

p,τ,b,θ : ||f ||
B
0,α
p,τ,b,θ

6 1},

где норма

||f ||
B
0,α
p,τ,b,θ

= ‖f‖p,τ,b +
{ ∞∑

s=0

(s+ 1)αθ||σs(f)||θp,τ,b
} 1

θ

.

Справедливы следующие утверждения.
Теорема 1. Пусть 1 < p < ∞, 1 < τ 6 2 или 2 6 p < ∞,

2 6 τ <∞. Тогда для любой функции f ∈ Lp,τ,b(T
m) имеет место

неравенство

‖f‖p,τ,b 6 C
( ∞∑

s=0

‖σs(f)‖τ0p,τ,b
) 1

τ0
,

где τ0 = min{τ, 2}.
Теорема 2. Пусть функция b ∈ SV [1,∞), 1 < p <∞, 1 < τ 6 2

или 2 6 p < ∞, 2 6 τ < ∞, 1 6 θ < ∞, τ0 = min{τ, 2}. Если
α > ( 1

τ0
− 1

θ )+, то

E✷n
(B0,α
p,τ,b,θ)p,τ,b = sup

f∈B
0,α
p,τ,b,θ

E✷n
(f)p,τ,b ≍ (log(n+ 1))

−α+( 1
τ0

− 1
θ
)+ .

где a+ = max{a, 0}.
Также получены оценки величины E✷n

(B0,α
p,τ1,b,θ

)p,τ2,b при 1 <
τ2 < τ1 <∞.

Замечание. В случае b(t) = 1, τ = p, θ 6 τ0 из теоремы 2
следует результат С.А. Стасюка [2]. При b(t) = 1 теоремы 1 и 2
доказаны в [3].

Литература
1. Edmunds D.E. Hardy operators, function spaces and embedding

/ D.E. Edmunds, W.D. Evans. — Berlin Heidelberg : Springer-Verlag,
2004. — 328 p.
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2. Стасюк С.А. Аппроксимативные характеристики аналогов
классов Бесова с логарифмической гладкостью / С.А. Стасюк //
Укр. мат. журн. — 2014. — Т. 66, № 4. — С. 493–499.

3. Акишев Г. Оценки наилучших приближений функций класса
логарифмической гладкости в пространстве Лоренца / Г. Акишев
// Труды ИММ УрО РАН. — 2017. — Т. 23, № 3. — С. 3–21.

КРИТЕРИЙ ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ
В ОДНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ

АБСТРАКТНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО
УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА
Алмохамед Муатаз (Москва, МПГУ)

mssrmtz@gmail.com

В банаховом пространстве E рассмотрим линейный замкнутый
оператор A с областью определения D(A) (не обязательно плотной
в E). Зафиксируем число T > 0 и на отрезке [0, T ] рассмотрим
дифференциальное уравнение второго порядка

u′′(t) = Au(t) + g, 0 6 t 6 T, (1)

с неизвестным элементом g ∈ E. Для одновременного нахождения
функции u : [0, T ] → E и элемента g добавим условия

u(0) = u0, u′(0) = u1, u′(T ) = u2, (2)

где u0, u1, u2 ∈ E. Задача (1), (2) относится к обратным задачам
(см. [1]). Пару (u(t), g) назовем решением обратной задачи (1), (2),
если u ∈ C2([0, T ], E), u(t) ∈ D(A) при 0 6 t 6 T , g ∈ E, и выпол-
нены все соотношения (1), (2). Для согласования требований будем
считать, что u0 ∈ D(A).

Предположим что обратная задача (1), (2) с некоторыми таки-
ми элементами u0, u1, u2 разрешима. Поставим вопрос о единствен-
ности решения. Он сводится к вопросу о наличии нетривиальных
решений для однородной обратной задачи с условиями

u(0) = 0, u′(0) = 0, u′(T ) = 0. (3)

Пару u(t) ≡ 0, g = 0 считаем тривиальным решением обратной
задачи (1), (3).
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Теорема 1. Для того чтобы обратная задача (1), (3) имела
только тривиальное решение u(t) ≡ 0, g = 0, необходимо и до-
статочно, чтобы ни одно из чисел

λk = −k
2π2

T 2
, k ∈ N, (4)

не являлось собственным значением оператора A.
Числа (4) называются характеристическими числами обратной

задачи (1), (2). Они получаются как нули следующей целой функ-
ции

LT (λ) ≡
sh

√
λT√
λ

, λ ∈ C. (5)

Функция (5) естественно возникает при исследовании однородной
обратной задачи (1), (3) методом разделения переменных.

Доказательство теоремы 1 происходит по схеме, разработанной
в работах [2], [3]. В частности, в [3] рассматривалась похожая задача
для уравнения второго порядка с финальным условием u(T ) = u2,
а не u′(T ) = u2 как в нашем наборе (2).

Выражаю благодарность своему научному руководителю Тихо-
нову И. В. за ценные советы при планировании исследования и ре-
комендации по оформлению работы.
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О ФУНКЦИИ ГРИНА КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ,
ЗАДАННОЙ НА ЦЕПОЧКЕ ИНТЕРВАЛОВ

Ю.А. Анучина, М.Г. Завгородний (Воронеж, ВГУ)
Anuchina95@mail.ru

Рассмотрим краевую задачу для дифференциального уравнения

(p0 (x)u
′′ (x))

′′ − (p1 (x)u
′ (x))

′
+ p2 (x) u (x) = f (x) , (1)

pi ∈ C2−i [a, b] , f ∈ C (ℑ) ,
заданного на объединении интервалов ℑ = (a, b) \V , где −∞ < a <
b < +∞ и V ⊂ (a, b) — конечное множество точек, при краевых
условиях u (a) = u′ (a) = u (b) = u′ (b) = 0 и условиях согласования,
заданных во всех точках множества V .

Условия согласования в каждой точке ξ ∈ V имеют один из двух
ниже приведенных видов: либо

∆ξu = ∆ξu
′ = ∆ξu

′′ = ∆ξu
′′′ + kξu (ξ) = 0 (kξ > 0) (2a)

либо
u (ξ + 0) = u (ξ − 0) = 0, ∆ξu

′ = ∆ξu
′′ = 0, (2b)

где ∆ξu = u (ξ + 0)− u (ξ − 0). Полагаем inf
x∈ℑ

p0 (x) > 0.

Изучаются свойства функции Грина краевой задачи (1), (2). В
частности было доказано следующее утверждение. Обозначим че-
рез G1 (x, s) и G2 (x, s) функции Грина невырожденных краевых
задач (1), (2) при V = V1 и V = V2, соответственно.

Теорема. Пусть V2 = V1 ∪ {t} и t /∈ V1. Тогда

G2 (x, s) = G1 (x, s)− kt
G1 (x, t)G1 (t, s)

p0−1 (t) + ktG1 (t, t)
,

если в точке t заданы условия (2a) и

G2 (x, s) = G1 (x, s)−
G1 (x, t)G1 (t, s)

G1 (t, t)
,

если в точке t заданы условия (2b).
Используя функцию Грина двухточечной краевой задачи на

отрезке (при V = ∅), приведенная теорема позволяет построить
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функцию Грина краевой задачи (1), (2) с любым конечным коли-
чеством промежуточных точек V . В пакете прикладных математи-
ческих программ Maple были построены графики функций Грина
для ряда краевых задач (1), (2) и проанализированы области зна-
копостоянства этих функций.

Отметим, что краевая задача (1), (2) моделирует малые упру-
гие деформации стержня с дополнительными промежуточными за-
креплениями. Условия (2a) означают, что в узле ξ стержень соеди-
нен с пружиной жесткости kξ, закрепленной на неподвижной опоре,
а условия (2b) соответствуют шарнирному закреплению стержня в
узле ξ .

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ НЕРАВЕНСТВА ТИПА РЕМЕЗА
Л.М. Арутюнян (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова)

Lavrentin@ya.ru

Пусть на некотором пространстве Ω с вероятностной мерой µ
задана система функций X . Будем называть неравенствами типа
Ремеза неравенства вида

‖f‖L∞(Ω) 6 C(Ω, µ(A), X)‖f‖L∞(A),

которые выполняются для всякого измеримого множества A и вся-
кой функции f из пространства X . Таким образом, неравенства
типа Ремеза оценивают супремум функции на всем пространстве
через ее супремум на некотором произвольном множестве положи-
тельной меры. Если в качестве Ω взять Rn, в качестве пространства
функций взять P d — пространство многочленов степени d , а в каче-
стве µ — равномерное распределение на некотором выпуклом теле,
то константа в данном неравенстве будет стремиться к бесконеч-
ности с ростом размерности n (см. [2]). Интегральные неравенства
Ремеза — это аналогичные неравенства, но для интегральных норм:

‖f‖L1(µ) 6 C(Ω, µ(A), X)‖f‖L1(µA),

где µA — это нормированное сужение меры µ на множество A, т.
е. мера µA(·) = µ(· ∩A)

µ(A) . Оказывается, что константа в интеграль-
ном неравенстве Ремеза для многочленов на выпуклых телах мо-
жет быть взята независимой от размерности, в частности, такое
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неравенство можно перенести и в бесконечномерный случай, ес-
ли заменить равномерное распределение на выпуклом компакте на
логарифмически вогнутую меру. Мы рассмотрим этот феномен на
примере алгебраических многочленов (см. предыдущий результат
на эту тему [1]), а также на примере тригонометрических и, если
хватит сил, квазитригонометрических многочленов.

Литература
1. Арутюнян Л.М. Оценки интегральных норм многочленов на

пространствах с выпуклыми мерами / Л.М. Арутюнян, Е.Д. Косов
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2. Брудный Ю.А. Об одной экстремальной задаче для много-
членов n переменных / Ю.А. Брудный, М.И. Ганзбург // Изв. АН
СССР. Сер. матем. — 1973. — 37:2. — С. 344–355.

НЕЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
С ЯДРАМИ ТИПА ПОТЕНЦИАЛА

В НЕПЕРИОДИЧЕСКОМ СЛУЧАЕ1

С.Н. Асхабов, А.Л. Джабраилов (Грозный, ЧГУ)
askhabov@yandex.ru

В монографии [1] без ограничений на абсолютную величину па-
раметра λ доказаны теоремы о существовании и единственности
решения в вещественных пространствах Lp(0, 1), 1 < p < ∞, для
нелинейных интегральных уравнений вида

λ · F [x, u(x)] +

1∫

0

ϕ(|x − t|)u(t) dt = f(x) , (1)

u(x) + λ

1∫

0

ϕ(|x− t|)F [t, u(t)] dt = f(x) , (2)

u(x) + λ · F


x,

1∫

0

ϕ(|x − t|)u(t) dt


 = f(x) . (3)

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-41-
200001).
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В статье [2] показано, что при p = 2 решения уравнений (1)–(3)
могут быть найдены методом последовательных приближений пи-
каровского типа. В случае F [x, u(x)] ≡ u(x), т.е в линейном случае,
уравнения (1)–(3) в пространстве C[0, 1] были ранее изучены в [3].

В данной работе получено обобщение указанных результатов на
случай пространств Lp(̺) с произвольным положительным весом
̺(x), суммируемым в некоторой степени на отрезке [0, 1], а также
приводятся примеры, иллюстрирующие доказанные теоремы.
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ний типа свертки на отрезке / С.Н. Асхабов, А.Л. Джабраилов //
Уфимский мат. журнал. — 2013. — Т. 5, вып. 2. — С. 3–11.
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ГОЛОМОРФНЫЕ РЕАЛИЗАЦИИ РАЗЛОЖИМЫХ
ПЯТИМЕРНЫХ АЛГЕБР ЛИ1

А.В. Атанов, А.В. Лобода (Воронеж, ВГУ, ВГТУ)
atanov.cs@gmail.com, lobvgasu@yandex.ru

В связи с задачей описания голоморфно-однородных веществен-
ных гиперповерхностей пространства C3 изучаются 5-мерные веще-
ственные алгебры Ли, реализуемые как алгебры голоморфных век-
торных полей на таких многообразиях. Класс 5-мерных разложи-
мых алгебр содержит 27 типов абстрактных алгебр Ли (из полной
классификации [1], включающей 67 различных семейств).

При этом значительная часть алгебр из списка [1] (и, в частно-
сти, разложимых алгебр) содержит 4-мерные или 3-мерные абеле-
вы подалгебры. Однородные поверхности с таким алгебрами либо
вырождены по Леви, либо голоморфно эквивалентны трубчатым
поверхностям c аффинно-однородными основаниями (полные опи-
сания двух этих типов поверхностей см. в [2] и [3]).

Имеются лишь две разложимые 5-мерные алгебры:

m16 = su(1, 1) + g2 и m17 = su(2) + g2

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект
№ 17-01-00592-a).
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(g2 — нетривиальная двумерная алгебра), не содержащие «боль-
ших» абелевых подалгебр.

Теорема 1. Если алгебра голоморфных векторных полей на
невырожденной по Леви однородной гиперповерхности M в C3

имеет структуру m16, то M голоморфно эквивалентна либо
трубке c аффинно-однородным основанием, либо одной из поверх-
ностей

(vy1 +Ax2 +By2)
2 = |z2|2, A,B ∈ R. (1)

Для алгебры m17 построено несколько частных реализаций и
соответствующих невырожденных однородных поверхностей.

Пример 1. При произвольных комплексных A,B алгебра век-
торных полей с базисом

e1 =
∂

∂z2
, e2 = z1 sin z2

(
A

∂

∂z1
+B

∂

∂z3

)
+ i cos z2

∂

∂z2
,

e3 = z1 cos z2

(
A

∂

∂z1
+B

∂

∂z3

)
− i sin z2

∂

∂z2
, e4 =

∂

∂z3
, (2)

e5 = z1
∂

∂z1
+ z3

∂

∂z3
.

имеет коммутационные соотношения

e1 ◦ e2 = e3, e1 ◦ e3 = −e2, e2 ◦ e3 = e1, e4 ◦ e5 = e4,

характеризующие алгебру m17 = su(2) + g2.
Предложение 1. Интегральными многообразиями алгебр (2)

при B = 0 являются строго псевдо-выпуклые однородные веще-
ственные гиперповерхности (α = ReA, β = ImA > 0)

v = |z1|eT arg(z1)(ch y2)
R, T =

α

β
, R =

α2 + β2

β
. (3)

Пример 2. На голоморфно-однородных поверхностях

v ch y1 − (Ax2 +By2) sh y1 = |z2|, A,B ∈ R (4)

с индефинитной формой Леви также имеются 5-мерные алгебры
голоморфных векторных полей со структурой m17.

Вопросы новизны и голоморфных различий однородных поверх-
ностей из семейств (1), (3) и (4), требующие привлечения, напри-
мер, коэффициентной техники (см. [4]), пока до конца не изучены.
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НЕКОТОРЫЕ МЕТОДЫ ЗАДАЧ
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ МНОГОСЛОЙНОЙ СРЕДЫ

ПРИ НАЛИЧИИ ИСТОЧНИКОВ ТЕПЛА
Ю.В. Афанасенкова, Ю.А. Гладышев (Калуга, КГУ)

dvoryanchikova_y@mail.ru

Решение задачи о фазовых переходах в многослойных средах
при их нагревании представляет практический интерес в виду всё
большего использования таких материалов в технике и строитель-
стве при различных температурных условиях. В сообщении [1] изу-
чался вопрос о возможности фазовых переходах в слое при отсут-
ствии распределенных тепловых источниках. В данном сообщении
предполагается, что такие источники вызванные физическими и
химическими процессами есть.

В работе использованы современные математические методы,
позволяющие достигнуть большей общности результатов.

Как и в [1] первоначально рассматривается один слой, так как
переход к многослойной системе может быть осуществлен стандарт-
ными матричными методами.

При наличии распределенных источников тепла температурное
поле не является более монотонной функцией на рассматриваемом
промежутке, а имеет на нем максимальное значение внутри слоя,
где действует тепловые источники. Предположим, что температура

c© Афанасенкова Ю.В., Гладышев Ю.А., 2019
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фазового перехода Tϕ вещества слоя задана, причем при этом коэф-
фициент теплопроводности резко меняется. Очевидно, что фазовый
переход будет располагаться в области максимальной температуры
в некотором отрезке x2 = xϕ1 , x3 = xϕ2 . Коэффициенты x1, x4 опре-
деляют внешние границы слоя. Положим, что на внешних границах
слоя x1, xϕ заданы температуры T1, T2 меньшие Tϕ.

Очевидно, что для моделирования процесса следует вместо од-
ного слоя рассмотреть систему трех слоев с границами x1, xϕ1 , xϕ2 ,
x4, причем границы слоев xϕ1 , xϕ2 являются искомыми и определя-
ются в процессе решения. Основная система уравнений имеет про-
стую форму [3]

d

dx

(
λ(i)

dT (i)

dx

)
= −q, i = 1, 2, 3.

Формальная трудность состоит в нахождении решения, удовле-
творяющего условиям согласования на границах слоев

T (1)|x=xϕ1
= T (2)|x=xϕ1

, T (2)|xϕ2
= T (3)|xϕ2

, (1)

λ(1)
dT (1)

dx
|xϕ1

= λ(2)
dT (2)

dx
|xϕ1

, λ(2)
dT (2)

dx
|xϕ2

= λ(1)
dT (2)

dx
|xϕ2

,

и внешним граничным условиям

T (1)|x1 = T1, T
(3)|x4 = T2.

При традиционном методе решения имеем шесть искомых коэф-
фициентов. Хотя есть полная уверенность в наличии единственного
решения, однако их физическая интерпретация сильно затруднена
большим числом параметров xϕ1 , xϕ2 таким образом, чтобы удовле-
творить условиям фазового перехода.

Более удобно для решения поставленной задачи использовать
матричный метод, введенный ранее в работе [1]. Чтобы охватить
единым подходом случаи осесимметричной и центральносиммет-
ричной системы слоев использован при представлении функций ап-
парат обобщенных степеней Берса. Возвращаясь к поставленной за-
даче при симметричных условиях легко видеть, что в центре слоя
x1, x4 идет плоскость нулевого потока тепла. Решение легко найти

T (1)(x) = T1 −X1(x, x1)J
(1)
(1) −

q

2
X

(2)
(1) (x, x1).
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Условия для определения xϕ найдем, решая квадратное уравнение

ξ =
l

2
±
((

l

2

)2

+
2λ1
q

(T1 − Tϕ)

) 1
2

.

Приведем более совершенный матричный метод, пригодный при
любом числе слоев. Определяем вектор-столбцы и матрицу K дан-
ного слоя

V (k)(x) =

(
T (k)(x)
J (k)(x)

)
, V

(1)
(1) =

(
T (1)(1)
J (1)(1)

)
,

W
(k)
(x) =

(
w(k)(x)− w(k)(xk)

−D(k)w
(k)

)
,

K
(k)
(x,xk)

=

(
1 −X(1)

k (x, xk))
0 1

)

При условии, что k-номер левой координаты сегмента [xk, xk+1]
определяющего слоя. Здесь J ((k)) плотность потока в k−ом слое

J
(k)
(x) = −λkD(k)T (k).

Функции w(k)(x) произвольные решения неоднородных уравне-
ний (1), а X(2)(x, xk), X

(2)(x, xk) обобщенные степени.

Решение задачи Коши при заданных T (k)
(k) , J

(k)
(k) имеет вид

V (k) =

(
T (k)

J (k)

)
= K(k)(x, xk)V

(k)(k) +W (k)(x, xk),

Поэтому решение для всех трех слоев определяющий фазы в слое
запишем

V (1)(x) = K(1)(x, x1)V
(1)(1) +W (1)(x, x1),

V (2)(x) = K(2)(x, x2)K
(1)(x2, x1)V

(1)(1) +K(2)(x, x2)W
(2)(x2, x1)+

W (2)(x, x2), x2 < x < x3,

V (3)(x) = K(3)(x, x3)K
(2)(x3, x2)K

(1)(x2, x1)V
(1)(1)+

K(3)(x, x3)K
(2)(x3, x2)W

(2)(2, 1)+K(3)(x, x3)W
(3)(x3, x2), x2 < x < x3
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Значение потока J (1)(1) определяется при выполнении гранич-
ного условия.

Полученный результат справедлив для систем слоев с любым
видом симметрии. Предложенный метод допускает различные обоб-
щения по усложнению граничных условий и условий согласования.
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ТЕОРЕМА О СЛЕДАХ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА
ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ

ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ И
ОПЕРАТОРА ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ1

А.Д. Баев, Н.И. Работинская, С.А. Чечина,
М.Б. Давыдова (Воронеж, ВГУ)

Исследование теории вырождающихся псевдодифференциаль-
ных уравнений в настоящее время является актуальной задачей в
связи с использованием этих операторов при доказательстве теорем
о существовании решений и получении коэрцитивных априорных
оценок решений краевых задач для вырождающихся уравнений.
Такие краевые задачи возникают, например, при моделировании
процессов гидродинамики с сингулярными особенностями. В на-
стоящей работе исследуется вопрос об ограниченности одного клас-
са весовых псевдодифференциальных операторов, построенных по
специальному интегральному преобразованию Fα, введенному в [1].

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования
и науки РФ (проект 14.Z50.31.0037).
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Теорема об ограниченности доказывается в специальных весовых
пространствах типа пространств С.Л. Соболева.

Рассмотрим функцию α(t), t ∈ R1
+, для которой α(+0) =

α′(+0) = 0, α(t) > 0 при t > 0, α(t) = const для t > d при неко-
тором d > 0.

Следуя [1] введём интегральное преобразование

Fα[u(t)](η) =

+∞∫

0

u(t) exp(iη

d∫

t

dρ

α(ρ)
)

dt√
α(t)

, (1)

определенное первоначально, например, на функциях u(t) ∈
C∞

0 (R1
+). Преобразование (1) связано с преобразованием Фурье

Fτ→η[u] =

+∞∫

−∞

u(τ) exp(iητ)dτ, η ∈ R1

следующим равенством

Fα[u(t)](η) = Fτ→η[uα(τ)],

где uα(τ) =
√
α(t)u(t)

∣∣∣
t=ϕ−1(τ)

, t = ϕ−1(τ) — функция, обратная

к функции τ = ϕ(t) =
d∫
t

dρ
α(ρ) .

Для преобразования Fα справедлив аналог равенства Парсеваля

‖Fα[u](η)‖L2(R1) =
√
2π ‖u‖L2(R1

+) .

Это равенство позволяет расширить преобразование (1) до
непрерывного преобразования, осуществляющего гомеоморфизм
пространств L2(R

1) и L2(R
1
+), а также рассмотреть это преобра-

зование на некоторых классах обобщенных функций. Для расши-
ренного таким образом преобразования Fα сохраним старое обозна-
чение. Обозначим через F−1

α обратное к Fα преобразование, отоб-
ражающее L2(R

1) на L2(R
1
+). Это преобразование можно записать

в виде

F−1
α [w(η)](t) =

1√
α(t)

F−1
η→τ [w(η)]

∣∣∣∣∣
τ=ϕ(t)

.
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Можно показать, что на функциях u(t) ∈ C∞
0 (R̄1

+) выполняются
соотношения

Fα[D
j
α,tu](η) = ηjFα[u](η), j = 1, 2, ...,

где

Dα,t =
1

i

√
α(t)∂t

√
α(t), ∂t =

∂

∂t
.

Определение 1. Пространство Hs,α(R
n
+) (s — действительное

число) состоит из всех функций v(x, t) ∈ L2(R
n
+), для которых ко-

нечна норма

‖v‖2s,α =

∫

Rn

(1 + |ξ|2 + η2)s |FαFx→ξ[v(x, t)]|2 dξdη.

Определение 2. Пространство Hs,α,q(R
n
+) (s > 0, q > 1) со-

стоит из всех функций v(x, t) ∈ Hs,α(R
n
+), для которых конечна

норма

‖v‖s,α,q = {
[ s
q
]∑

l=0

∥∥∥F−1
ξ→xF

−1
α [(1 + |ξ|2 + η2)

s−ql
2 FαFx→ξ[∂

l
tv]]
∥∥∥
2

L2(R
+
n )
} 1

2 .

Здесь [ sq ] — целая часть числа s
q .

Пусть выполнено следующее условие.
Условие 1. Существует число ν ∈ (0,1] такое, что

|α′(t)α−ν(t)| 6 c < ∞ при всех t ∈ [0,+∞). Кроме того, α(t) ∈
Cs1 [0,+∞) для некоторого s1 > 2N − |σ|, где N > max

06p16l
{2p1 +

l−p1+ 3
2

ν +1, σ+1, σ+ l
2}, l = 1, 2..., σ — некоторое действитель-

ное число.
Заметим, что указанное выше число ν существует, если α(+0) =

α′(+0) = 0.
С помощью преобразования (1) и преобразования Фурье Fx→ξ =

Fx1→ξ1Fx2→ξ2 ...Fxn−1→ξn−1 определим весовой псевдодифференци-
альный оператор по формуле

P (σ)(t,Dx, Dα,t)v(x, t) = F−1
α F−1

ξ→x[p(t, ξ, η)Fx→ξFα[v(x, t)]].

Определение 3. Будем говорить, что символ p(t, ξ, η) весово-
го псевдодифференциального оператора P (σ)(t,Dx, Dα,t) принадле-
жит классу символов Sσα,ρ,δ(Ω), где Ω ⊂ R̄1

+, σ ∈ R1, 0 6 δ < ρ 6 1,
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если функция p(t, ξ, η) является бесконечно дифференцируемой
функцией по переменной t ∈ Ω и по переменной η ∈ R1 . Причем,
при всех j = 0, 1, 2, ..., l = 0, 1, 2, ... справедливы оценки

|(α(t)∂t)j∂lηλ(t, ξ, η)| 6 cjl(1 + |ξ|+ |η|)σ−ρl+δj (2)

с константами cjl > 0, не зависящими от ξ ∈ Rn−1, η ∈ R1, t ∈ K,
где K ⊂ Ω — произвольный отрезок.

Справедливо следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть q > 1, σ — действительные числа, v(x, t) ∈

Hq+σ, α, q(R
n
+). Тогда при выполнение условия 1 и оценок (2) спра-

ведливо равенство

lim
t→+0

K(σ)(Dx, Dα,t)v = lim
t→+0

K(σ)(Dx, 0)v(x, t) =

= lim
t→+0

F−1
ξ→x[λ(ξ, 0)Fx→ξ[v(x, t)]].

Аналогичные свойства для других классов псевдодифференци-
альных операторов доказаны в [1]–[8].
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ТЕОРЕМА О КОМПОЗИЦИИ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА
ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ С

ВЫРОЖДЕНИЕМ1

А.Д. Баев, С.А. Чечина, М.Б. Давыдова, А.А. Бабайцев,
В.Д. Харченко (Воронеж, ВГУ)

Рассмотрим достаточно гладкую функцию α(t), t ∈ R1
+, для

которой α(+0) = α′(+0) = 0, α(t) > 0 при t > 0, α(t) = const для
t > d для некоторого d > 0.

Рассмотрим функциях u(t) ∈ C∞
0 (R1

+) интегральное преобразо-
вание, определенное формулой

Fα[u(t)](η) =

+∞∫

0

u(t) exp(iη

d∫

t

dρ

α(ρ)
)

dt√
α(t)

, (1)

Это преобразование было введено в [1]. В [1] показано, что пре-
образование Fα связано с преобразованием Фурье

Fτ→η[u] =

+∞∫

−∞

u(τ) exp(iητ)dτ, η ∈ R1

следующим равенством Fα[u(t)](η) = Fτ→η[uα(τ)], здесь uα(τ) =√
α(t)u(t)

∣∣∣
t=ϕ−1(τ)

, t = ϕ−1(τ) — функция, обратная к функции

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования
и науки РФ (проект 14.Z50.31.0037).

c© Баев А.Д., Чечина С.А., Давыдова М.Б., Бабайцев А.А., Харченко В.Д.,
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τ = ϕ(t) =
d∫
t

dρ
α(ρ) . В [1] и [2] показано, что преобразование Fα может

быть продолжено до преобразования, осуществляющего взаимно
однозначное и взаимно непрерывное преобразование пространств
L2(R

1
+) и L2(R

1), а также может быть рассмотрено на некоторых
классах обобщенных функций.

Обозначим через F−1
α обратное к Fα преобразование, которое

можно записать в виде F−1
α [w(η)](t) = 1√

α(t)
F−1
η→τ [w(η)]

∣∣∣∣
τ=ϕ(t)

,

где F−1
η→τ — обратное преобразование Фурье. Можно пока-

зать, что на функциях u(t) ∈ C∞
0 (R̄1

+) выполняются соот-
ношения Fα[D

j
α,tu](η) = ηjFα[u](η), j = 1, 2, ..., где Dα,t =

1
i

√
α(t)∂t

√
α(t), ∂t =

∂
∂t .

С помощью преобразования (1) и преобразования Фу-
рье Fx→ξ = Fx1→ξ1Fx2→ξ2 ...Fxn−1→ξn−1 определим весовой
псевдодифференциальный K(p, t,Dx, Dα,t) оператор по формуле
K(p, t,Dx, Dα,t)v(x, t) = F−1

ξ→xF
−1
α [λ(p, t, ξ, η)FαFx→ξ[v(x, t)]], где

символ λ(p, t, ξ, η) есть бесконечно дифференцируемая функция по
совокупности переменных, растущая по переменным ξ, η не быст-
рее некоторого многочлена.

Определение 1. Будем говорить, что символ λ(p, y, ξ, η) весо-
вого псевдодифференциального оператора K(σ)(p, y,Dx, Dα,y) при-
надлежит классу символов Sσ,ρα,p(Ω), где Ω ⊂ R̄1

+, σ ∈ R1, p ∈ Q =
{p ∈ C, |arg p| < π

2 , |p| > 0}, если функция λ(p, y, ξ, η) является бес-
конечно дифференцируемой функцией по переменной y ∈ Ω и по
переменной η ∈ R1 . Причем, при всех j = 0, 1, 2, ..., l = 0, 1, 2, ...
справедливы оценки

|(α(y)∂y)j∂lηλ(p, y, ξ, η)| 6 cjl(|p|2 + |ξ|+ |η|)σ−ρl

с константами cjl > 0, не зависящими от p ∈ Q, ξ ∈ Rn−1, η ∈ R1,
y ∈ K, где K ⊂ Ω — произвольный отрезок. Здесь σ, ρ ∈ [0; 1) —
действительное число.

Определение 2. Пространство Hs,α(R
n
+) (s — действительное

число) состоит из всех функций v(x, t) ∈ L2(R
n
+), для которых ко-

нечна норма

‖v‖2s,α =

∫

Rn

(|p|2 + |ξ|2 + η2)s |FαFx→ξ[v(x, t)]|2 dξdη .
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Определение 3. Пространство Hs,α,q(R
n
+) (s > 0, q > 1) со-

стоит из всех функций v(x, t) ∈ Hs,α(R
n
+), для которых конечна

норма
‖v‖s,α,q =

= {
[ s
q
]∑

l=0

∥∥∥F−1
ξ→xF

−1
α [(|p|2 + |ξ|2 + η2)

s−ql
2 FαFx→ξ[∂

l
tv]]
∥∥∥
2

L2(Rn
+)
} 1

2 .

Здесь [ sq ] — целая часть числа s
q .

Пусть выполнено следующее условие.
Условие 1. Существует число ν ∈ (0,1] такое, что

|α′(t)α−ν(t)| 6 c < ∞ при всех t ∈ [0,+∞). Кроме того, α(t) ∈
Cs1 [0,+∞) для некоторого s1 > 2N − |σ|, где N > max

06p16l
{2p1 +

l−p1+ 3
2

ν +1, σ+1, σ+ l
2}, l = 1, 2..., σ — некоторое действительное

число.
Заметим, что указанное выше число ν существует, если α(+0) =

α′(+0) = 0.
Справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Пусть G(p, y,Dx, Dα,t) и Q(p, y,Dx, Dα,y) — весо-

вые псевдодифференциальные операторы с символами g(p, y, ξ, η),
q(p, y, ξ, η), принадлежащими классам Sm1

α,p(Ω), Sm2
α,p(Ω) (m1,m2-

действительные числа), p ∈ Q = {p ∈ C, |arg p| < π
2 , |p| > 0}.

Тогда для любого N > 0 существует N1 > 0 и такой символ
TN1(p, y, ξ, η) ∈ S−N

α,p (Ω), что справедливо равенство

G(p, y,Dx, Dα,t)Q(p, y,Dx, Dα,t)−
N1−1∑

j=1

Rj(p, y,Dx, Dα,t) =

= TN1(p, y,Dx, Dα,t), (2)

где TN1(p, y,Dx, Dα,t) — весовой псевдодифференциальный опера-
тор с символом TN1(p, y, ξ, η), а Rj(p, y,Dx, Dα,y) — весовой псев-
додифференциальный оператор с символом

rj(p, y, ξ, η) =
1

j!
∂jηg(p, y, ξ, η) · (α(y)∂y)jq(p, y, ξ, η). (3)

При ρ = 1 теорема, аналогичная теореме 1, доказана в [3]. Неко-
торые другие свойства весовых псевдодифференциальных операто-
ров с символом из класса Smα,ρ(Ω) доказаны в [4]–[8].
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О ПРЕОБРАЗОВАНИИ ПОДОБИЯ ОДНОГО КЛАССА
ОПЕРАТОРОВ

А.Г. Баскаков, И.А. Криштал, Н.Б. Ускова
(Воронеж, ВГУ, ДеКалб, Университет Северного Иллинойса,

Воронеж, ВГТУ)
anatbaskakov@yandex.ru, krishtal@math.niu.edu, nat-uskova@mail.ru

Пусть H = Ln2 ([0, ω],C), 1 6 n 6 l, n, l ∈ N, — гильбертово про-
странство интегрируемых с квадратом на отрезке [0, ω] комплекс-
ных функций со скалярным произведением (x, y) = 1

ω

∫ ω
0

∑l
i=1 xi(t)·

yi(t) dt и нормой, порождаемой этим скалярным произведением.
Рассматривается применение метода подобных операторов к иссле-
дованию спектральных свойств возмущенного оператора A−B, где
оператор A : D(A) ⊂ H → H задается формулой (Ax)(t) = x′(t),
и D(A) определяется периодическими краевыми условиями x(0) =
x(ω). Оператор B принадлежит двустороннему идеалу операторов
Гильберта-Шмидта S2(H). Дифференциальные операторы перво-
го порядка с инволюцией и оператор Дирака сводятся к рассмат-
риваемому типу операторов (см. [1], [2]). Строятся две различные
допустимые тройки метода подобных операторов для невозмущен-
ного оператора A. Первая использует в качестве пространства до-
пустимых возмущений идеал S2(H). Вторая — подпространство из
S2(H) с фиксированной скоростью убывания элементов матрицы
возмущения B по строкам и столбцам. Доказаны теоремы, при раз-
личных условиях на возмущение B, о подобии оператора A − B
оператору диагонального (или блочно-диагонального) вида. Полу-
ченные теоремы позволяют оценивать различные спектральные ха-
рактеристики оператора A−B через спектральные характеристики
невозмущенного оператора A.
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ОБ ИНТЕРПОЛЯЦИИ НА МНОЖЕСТВАХ
КАРЛЕСОНА

В КЛАССЕ И.И. ПРИВАЛОВА1

В.А. Беднаж, Е.Г. Родикова (Брянск, БГУ)
vera.bednazh@mail.ru, evheny@yandex.ru

Пусть C — комплексная плоскость, D — единичный круг на C,
H(D) — множество всех функций, аналитических в D. При всех
0 < q < 1 определим класс И.И. Привалова Πq (см. [1]):

Πq =

{
f ∈ H(D) : sup

0<r<1

1

2π

∫ π

−π

(
ln+ |f(reiθ)|

)q
dθ < +∞

}
.

В работе исследуется следующий вопрос интерполяции в классах
Привалова. Дана последовательность точек {zk} в единичном круге
и некоторая последовательность {wk}. При каких условиях, нала-
гаемых на рост {zk} и распределение точек wk можно построить
функцию из класса Πq, такую что f(zk) = wk при всех k = 1, 2, ...
Отметим, что аналогичная задача в классах Πq(1 < q < +∞) была
решена в работе [2].

Последовательность комплексных чисел {zn}, удовлетворяющая
условию Бляшке:

+∞∑

n=1

(1− |zn|) < +∞,

называется равномерно разделенной, если существует 0 < δ < 1,
такое что ∏

k 6=n

∣∣∣∣
zk − zn
1− zkzn

∣∣∣∣ > δ, ∀k ∈ N. (1)

Условие (1) также называют условием Карлесона. Для заданной
последовательности {zn} ⊂ D и фиксированного 0 < q < 1 обозна-
чим через lq(zn) пространство последовательностей {wn} ⊂ D, для
которых

+∞∑

n=1

(1− |zn|)(ln+ |wn|)q < +∞.

Справедлива

1 Второй автор поддержан Российским фондом фундаментальных иссле-
дований (проект 18-31-00180).

c© Беднаж В.А., Родикова Е.Г., 2019
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Теорема. Если последовательность {zn} ⊂ D является равно-
мерно разделенной, т.е. удовлетворяет условию (1), то для любой
последовательности {wn} ⊂ lq(zn) найдется функция f ∈ Πq, ре-
шающая интерполяционную задачу f(zn) = wn, n = 1, 2, ...

При доказательстве этого результата используется теорема Кар-
лесона об интерполяции в классах ограниченных аналитических
функций (см. [3]) и аналог хорошо известной теоремы Шапиро-
Шилдса об интерполяции в классах Харди Hp(0 < p < 1) (см. [4]).

Используя оценку функции из класса И.И. Привалова:

ln+M(r, f) = o
(
(1− r)−1/q

)
, r → 1− 0,

гдеM(r, f) = max
|z|=r

|f(z)|, установленную в теореме 1 (см. [5]), можно

также доказать, что найдутся равномерно разделенная последова-
тельность узлов интерполяции {zn} ⊂ D и последовательность
{wn}, удовлетворяющая условию:

+∞∑

n=1

(1− |zn|)(ln+ |wn|)q−ε < +∞, 0 < ε < q < 1,

для которых в классе Πq не существует функции, которая решает
задачу интерполяции: f(zk) = wk, k = 1, 2, ...
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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ РЕШЕНИЙ
СЛУЧАЙНЫХ

ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ1

Ю.Е. Безмельницына, С.В. Корнев (Воронеж, ВГПУ)
kornev_vrn@rambler.ru; bezmelnicyna@inbox.ru

Для τ > 0 обозначим символом C пространство C([−τ, 0];Rn)
непрерывных функций x : [−τ, 0] → Rn.

Для функции ψ ∈ C символом Dψ обозначим множество всех
непрерывных функций x : [−τ,+∞) → Rn таких, что x(t) =
ψ(t), t ∈ [−τ, 0], и сужение x на R+ = [0,+∞) является абсолют-
но непрерывным. Для функции x ∈ Dψ и t > 0 символом xt ∈ C
обозначается функция, заданная как xt(θ) = x(t+ θ), θ ∈ [−τ, 0].

Пусть (Ω,Σ, µ) – полное вероятностное пространство.
При исследовании асимптотического поведения решений задачи

Коши для функционально-дифференциального уравнения вида:

x′(ω, t) = f(ω, t, xt) п.в. t ∈ R+, (1)

x(ω, t) = ψ(ω, t), t ∈ [−τ, 0], (2)

используется интегральная направляющая функция в предположе-
нии, что f : Ω × R+ × C → Rn удовлетворяет условиям типа Кара-
теодори и условию подлинейного роста (см., например, [1, 2]).

Теорема. Пусть V : Ω×Rn → R – удовлетворяющая условию
коэрцитивности случайная интегральная направляющая функция
уравнения (1). Тогда каждое решение задачи Коши (1), (2) удовле-
творяет оценке ‖x(t)‖ 6 k · 1

g(t) , t ∈ R+, где k > 0, g : R+ → R+

непрерывно-дифференцируемая функция, inf{g(t), t ∈ R} > 1.
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В данной работе, продолжающей исследования свойств мате-
матической модели ламинарного пограничного слоя (ЛПС) элек-
тропроводящего газа на проницаемых цилиндрических и сфериче-
ских поверхностях гиперзвуковых летательных аппаратов (ГЛА)
[1–6], рассматривается влияние следующего сочетания управляю-
щих воздействий: линейного вдува и постоянных температур-
ного фактора и магнитного поля на интегральные характеристики
тепломассообмена и трения и суммарную мощность системы, обес-
печивающей вдув.

1. Постановка задачи. Рассмотрим прямую задачу (1) [6]:

(m, τw, s) → (q, f, η;Q,F,N) . (1)

По заданным управлениям: m(x) – вдуву в ЛПС, где x ∈ X = [0; 1],
а ось x направлена вдоль контура тела; τw(x) = Tw(x)/Te0 – темпе-
ратурному фактору, где Tw(x) – температура стенки, а Te0 – тем-
пература в точке торможения (TT) x0 = 0 потока; s(x) = σB2

0(x) –
магнитному полю требуется рассчитать параметры θ0 (x;m, τw, s),
θ1 (. . .), ω0 (. . .), ω1 (. . .) математической модели ЛПС [1] для случа-
ев обтекания боковой поверхности кругового цилиндра и поверх-
ности сферического носка. Для определения параметров θ0, . . .,
ω1 применяется объединённая аппроксимирующая система обык-
новенных дифференциальных уравнений (ОДУ) (5)–(8) [6], полу-
ченная с помощью метода обобщённых интегральных соотноше-
ний А. А. Дородницына [7], с начальными условиями, полученными
из объединённой нелинейной алгебраической системы (10)–(13) [6].
После этого необходимо определить: локальный тепловой поток
q (x;m, τw, s); локальное напряжение трения f (x;m, τw, s); локаль-
ную мощность системы, обеспечивающей вдув η (x;m, τw, s); инте-
гральный тепловой поток (2) [6]

Q (m, τw, s) =

∫ xk

0

(2πr)k4
(
λ

Cp

∂H

∂y

)

y=0

· dx ; (2)
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суммарную силу трения Ньютона (3) [6]

F (m, τw, s) =

∫ xk

0

(2πr)k4
(
µ
∂u

∂y

)

y=0

· dx ; (3)

вычисляемую с использованием фильтрационного закона Дарси
суммарную мощность (4) [6] системы, обеспечивающей вдув,

N (m, τw, s) =

∫ xk

0

(2πr)k4av2w(x) · dx . (4)

В (2)–(4) коэффициент k4 =0 для боковой поверхности цилиндра,
k4 =1 для поверхности сферического носка с радиусом r(x).

2. Вычислительные эксперименты. Пусть фиксированы
значения неизменяемых параметров:

число Маха M∞ ∈ [10; 40] , (5)

высота полёта H ∈ [10; 30] [км] , (6)

радиус тела R ∈ [0,1; 1] [м] . (7)

Вычислительные эксперименты для удобства сравнения с [2–6] вы-
полнены для воздуха в атмосфере Земли при H =10 [км], M∞ =10,
R=0,1 [м]. Пусть диапазоны изменения управляющих параметров
ограничены:

m ∈M c = [0; 1] , (8)

τw ∈ T c = [0,15; 0,9] , (9)

s ∈ Sc = [0; 5 · 104] [Тл/(Ом ·м)] . (10)

Для линейного закона вдува

m(x) = m(x;m0,m1) = m0 · (1− x) +m1 ·x при x∈X , (11)

где m0, m1 ∈M c, очевидно, что

m′(x) =
dm

dx
= m1 −m0 ∈ [−1;+1] . (12)

Порядок проведения вычислительных экспериментов и анали-
за их результатов повторяет схему, использованную (для случая
сочетания постоянных управляющих воздействий) в [6]. Графики
локальных зависимостей q(x), f(x), η(x) представлены в [8].
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Исследование влияния другого сочетания управляющих воздей-
ствий: линейного температурного фактора и постоянных вдува
и магнитного поля на интегральные характеристики тепломассооб-
мена и трения и суммарную мощность системы, обеспечивающей
вдув, проводится в работе [9].

Полученные результаты вычислительных экспериментов могут
быть использованы в качестве моделей ограничений (33)–(35) [10]
и (451)–(45r) [11] в задачах синтеза эффективного управления, как
на всём участке, так и на его фрагментах.
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В данной работе, сохраняющей все обозначения и сокращения
работы [1] и продолжающей исследования свойств математической
модели ЛПС электропроводящего газа на проницаемых цилиндри-
ческих и сферических поверхностях ГЛА [2–7], рассматривается
влияние следующего сочетания управляющих воздействий: линей-
ного температурного фактора и постоянных вдува и магнитного
поля на интегральные характеристики тепломассообмена и трения
и суммарную мощность системы, обеспечивающей вдув.

1. Постановка задачи. Аналогично [1] в прямой задаче (1) [1,
7] в случае линейного закона изменения температурного фактора

τw(x) = τ(x; τ0, τ1) = τ0 · (1− x) + τ1 · x при x ∈ [0; 1] , (1)

где τ0, τ1 ∈ T c [1], требуется определить Q (m, τw, s), F (m, τw, s),
N (m, τw, s) по (2)–(4) [1, 7]. Отметим, что уравнение (7) [7] в объ-
единённой системе ОДУ (5)–(8) [7] в условиях (1) примет вид

ω ′
0 = (1− τ0 + (τ0 − τ1) · x) · θ ′

0 + (τ0 − τ1) · θ0 . (2)

2. Вычислительные эксперименты. В условиях (5)–(10) из
[1] вычислительные эксперименты проведены по схеме [7] для воз-
духа в атмосфере Земли при H =10 [км], M∞ =10, R=0,1 [м]. Гра-
фики локальных зависимостей q(x), f(x), η(x) представлены в [8].
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1. Дифференциальные уравнения движения носителя.
Данная работа является продолжением и развитием работ [1–13].
Рассматривается движение механической системы, состоящей из
носителя и груза [1, 3]. Носитель, располагаясь всё время в гори-
зонтальной плоскости, двигается поступательно по прямолинейной
траектории. Носитель имеет прямолинейный канал, по которому
может перемещаться груз. Ось канала располагается в вертикаль-
ной плоскости, проходящей через траекторию носителя, а сам ка-
нал располагается горизонтально. Силы сопротивления подстилаю-
щей плоскости моделируются силами сухого анизотропного кулоно-
ва трения. Асимметрия сил трения может быть вызвана, например,
односторонним наклоном неровностей поверхностных слоёв подсти-
лающей плоскости и носителя. Она наблюдается при скольжении
твёрдых тел по направленно-армированным композитам. В [1–13]
рассматривалась более простая модель изотропного трения.

Пусть закон движения груза в канале задан в виде

x2(t) = ℓ · sin(ωt), где ℓ= const , ω= const .

Тогда дифференциальные уравнения движения носителя (ДУДН)
согласно [1, 3] будут следующими

ẍ = β · sin (ωt)− γ+ при ẋ > 0 ; (1)

ẍ = β · sin (ωt) + γ− при ẋ < 0 ; (2)

ẍ = 0 при ẋ = 0 , (3)

где x — координата носителя; β= ℓ ·ω2 · m

m+M
; M — масса носи-

теля; m — масса груза; γ+ = g · f+; γ− = g · f−; f+ и f− — коэффи-
циенты трения скольжения в движении, равные коэффициентам
трения в покое для пары материалов «носитель — подстилающая
горизонтальная плоскость», в положительном и отрицательном на-
правлениях оси x, соответственно. Пусть для определённости

γ− > γ+ . (4)

c© Бильченко Г.Г. (ст.), 2019
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Ставится задача об определении движения носителя из состоя-
ния покоя

ẋ(t0) = 0 ,

где t0 = 0, вызванного движением груза заданного вида.
2. Условия движения носителя из состояния покоя. Дви-

жение носителя (ДН) будет определено, если будет установле-
на последовательность временных интервалов интегрирования, на
каждом из которых будет определено конкретное ДУДН из (1)–(3).

Необходимым и достаточным условием того, чтобы ДУДН
(1) имело место в действительной динамике носителя, является
неравенство

β > γ+ , (5)

что позволяет ввести τ+ =
1

ω
arcsin

γ+
β

.

Необходимым и достаточным условием для реализации
ДУДН (2) в действительной динамике будет неравенство

β > γ− , (6)

при этом вводится τ− =
1

ω
arcsin

γ−
β

.

Если
β 6 γ+ ,

то носитель не может начать движение из состояния покоя.
Если же параметр β таков, что

γ+ < β 6 γ− , (7)

то носитель может двигаться из состояния покоя в положительном
направлении, т.е. совершает лишь одностороннее движение по ти-
пу R1 [3] при следующей регулярной последовательности чередо-
вания ДУДН (1)–(3):

R1: (3); (1), (3)︸ ︷︷ ︸; (1), (3)︸ ︷︷ ︸; (1), (3)︸ ︷︷ ︸; . . . .

Если имеет место (6), то носитель из состояния покоя может
совершать движения как в положительном, так и в отрицательном
направлении оси x, т.е. может совершать двусторонние движения.

3. Установление типа движения носителя при возмож-
ных двусторонних движениях носителя. Пусть имеет место
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(6). Вычислим

T
2 +τ−∫

τ+

[
β · sin (ωt)− γ+

]
· dt = 1

ω
· I1 ;

−
T+τ+∫

T
2 +τ−

[
β · sin (ωt) + γ−

]
· dt = 1

ω
· I2 ,

где T = 2π/ω , а в качестве первого и второго определяющих выра-
жений выделены

I1 =
√
β2 − γ2++

√
β2 − γ2− − γ+ ·

[
π + arcsin

γ−
β

− arcsin
γ+
β

]
; (8)

I2 =
√
β2 − γ2++

√
β2 − γ2− − γ− ·

[
π + arcsin

γ+
β

− arcsin
γ−
β

]
. (9)

Из системы уравнений




T
2 +θ∫

τ+

[
β · sin (ωt)− γ+

]
· dt = 0 ;

T+τ+∫

T
2 +θ

[
β · sin (ωt) + γ−

]
· dt = 0 ,

которая приводится к виду




β · cos (ωθ) +
√
β2 − γ2+ − γ+ ·

(
π + ωθ − ωτ+

)
= 0 ;

β · cos (ωθ) +
√
β2 − γ2+ − γ− ·

(
π + ωτ+ − ωθ

)
= 0 ,

где θ > τ− , выделяется третье определяющее выражение

I3 = β · cos
[
π · f−−f+
f−+f+

+ arcsin
γ+
β

]
+
√
β2−γ2+−π ·g · 2·f− ·f+

f−+f+
. (10)

Определяющие выражения (8), (9) и (10) позволяют предста-
вить следующий алгоритм установления типа ДН из состояния по-
коя для случая двусторонних движений:
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Шаг 1. Вычислить значение I1.
Шаг 1.1. Если I1 < 0, то ДН происходит по типу R2, КТЗ.
Шаг 1.2. Если I1 = 0, то ДН имеет тип R3, КТЗ.
Шаг 1.3. Если I1 > 0, то перейти к Шагу 2.
Шаг 2. Вычислить значение I2.
Шаг 2.1. Если I2 < 0, то ДН имеет тип R3, КТЗ.
Шаг 2.2. Если I2 = 0, то ДН имеет тип R3, КТЗ.
Шаг 2.3. Если I2 > 0, то перейти к Шагу 3.
Шаг 3. Вычислить значение I3.
Шаг 3.1. Если I3 < 0, то ДН имеет тип R3, КТЗ.
Шаг 3.2. Если I3 = 0, то ДН имеет тип R5, КТЗ.
Шаг 3.3. Если I3 > 0, то ДН имеет тип NR, КТЗ.
Сокращение КТЗ означает, что «классификация типа движения

носителя завершена».
ДН типов R2, R3, R5 [1, 3] реализуются в динамике носителя

в виде следующих регулярных последовательностей чередования
ДУДН (1)–(3):

для R2: (3); (1), (3), (2), (3)︸ ︷︷ ︸; (1), (3), (2), (3)︸ ︷︷ ︸; (1), (3), (2), (3)︸ ︷︷ ︸; . . . ;

для R3: (3); (1), (2), (3)︸ ︷︷ ︸; (1), (2), (3)︸ ︷︷ ︸; (1), (2), (3)︸ ︷︷ ︸; . . . ;

для R5: (3); (1), (2)︸ ︷︷ ︸; (1), (2)︸ ︷︷ ︸; (1), (2)︸ ︷︷ ︸; . . . .

По сравнению со случаем изотропного трения при горизонталь-
ном расположении канала [12, 13] отметим появление односторон-
них движений носителя по типу R1, а среди двусторонних движе-
ний – движения типа R3.

4. Результаты вычислительных экспериментов. Приво-
дятся зависимости x(t), ẋ(t) и фазовые портреты ДН, соответству-
ющих типамR1, R2, R3,R5,NR при горизонтальном расположении
канала.
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ РЕЗОНАНСНЫХ
НЕЛИНЕЙНЫХ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ

ЗАДАЧ В СЛУЧАЕ ПЕРЕСЕЧЕНИЯ СОБСТВЕННЫХ
ЗНАЧЕНИЙ ПРЕДЕЛЬНОГО ОПЕРАТОРА

А.А. Бободжанов, В.Ф. Сафонов (Москва,
Московский энергетический институт)

pochta@bobojanova@yandex.ru

Mетод регуляризации Ломова обобщается на резонансные слабо
нелинейные сингулярно возмущенные системы

ε
dy

dt
= A(t)y + εf(t, y) + h(t), y(0, ε) = y0, t ∈ [0, T ], (1)

в случае пересечения корней характеристического уравнения пре-
дельного оператора A(t). Для построения асимптотических реше-
ний реализуется идея регуляризации исходной задачи с помощью
нормальных форм, разработанная Сафоновым В.Ф. и Бободжано-
вым А.А. В случае, когда все точки спектра различны при всех
значениях независимой переменной (т. е. в случае стабильности
спектра предельного оператора) регуляризация задачи проводится
с помощью интегралов от точек спектра (Ломов С.А. [1]). В слу-
чае пересечения корней характеристического уравнения появляют-
ся сингулярности нового типа, которые нельзя описать в терминах
спектра. Для учета этих сингулярностей требуется разработать но-
вый подход. Оказалось, что в этом случае надо применить регуля-
ризацию с помощью нормальных форм. В докладе обсуждается ре-
зонансный случай задачи (1) при наличии пересечения двух точек
спектра и возможность построения ее асимптотического решения
любого порядка (по параметру) с помощью алгоритма нормальных
форм.
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О ЗАДАЧЕ ХОХШТАДТА–ЛИБЕРМАНА
ДЛЯ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ

СИСТЕМЫ ДИРАКА1

Н.П. Бондаренко (Самара, Самарский университет;
Саратов, СГУ)

bondarenkonp@info.sgu.ru

Обозначим через Dj, j = 1, 2, краевые задачи для интегро-
дифференциальной системы Дирака

By′ +

∫ x

0

M(x− t)y(t) dt = λy, x ∈ (0, π),

B =

(
0 1
−1 0

)
, M(x) =

(
M1(x) M2(x)
M3(x) M4(x)

)
, y(x) =

(
y1(x)
y2(x)

)
,

(π − x)Mk(x) ∈ L2(0, π), k = 1, 4.

с краевыми условиями y1(0) = yj(π) = 0.
Решается следующая неполная обратная задача, являющаяся

аналогом задачи Хохштадта–Либермана для дифференциального
оператора Штурма–Лиувилля [1]. Пусть матричная функция M(x)
известна a priori для x ∈ (0, a), π

2 6 a < π. По заданным частям
спектров {λnj}n∈Ij

задач Dj, j = 1, 2, построить M(x) на (a, π).
Доказана единственность решения данной задачи при условии

полноты систем вектор-функций

Sj :=
{(

sinλnjx
cosλnjx

)}

n∈Ij

, j = 1, 2,

в гильбертовом пространстве L2(0, π−a)⊕L2(0, π−a) и получен кон-
структивный алгоритм ее решения при условии базисности Рисса
этих систем.
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1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 17-11-
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ЖАДНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ ПРОИЗВОЛЬНЫМ
МНОЖЕСТВОМ 1

П.А. Бородин (Москва, МГУ)
pborodin@inbox.ru

В банаховом пространстве X для множества M и элемента x
определены расстояние ρ(x,M) = inf{‖x− y‖ : y ∈M} от x до M и
метрическая проекция PM (x) = {y ∈M : ‖x− y‖ = ρ(x,M)}.

Предположим, что M является множеством существования,
то есть PM (x) 6= ∅ для всякого x ∈ X (в частности, M замкнуто).

Для такого множества существования M определим алгоритм
жадных приближений, сопоставляющий каждому элементу x =
x0 ∈ H последовательность

xn+1 = xn − yn+1, где yn+1 ∈ PM (xn), n = 0, 1, . . . , (1)

(если метрическая проекция PM (xn) не одноточечна, из нее выби-
рается произвольный элемент yn+1).

В случае, когда M является объединением одномерных подпро-
странств в гильбертовом пространстве, алгоритм (1) совпадает с
классическим чисто жадным алгоритмом [1].

Теорема. Пусть симметричное множество M в гильберто-
вом пространстве H явдляется разносторонним (его точки есть
в каждом открытом полупространстве {x : f(x) > 0}, где f —
произвольный ненулевой функционал из сопряженного простран-
ства X∗) и обладает свойством M/2 ⊂ M (то есть для всякого
y ∈M элемент y/2 также лежит в M). Тогда для всякого x ∈ H
жадный алгоритм (1) сходится, то есть xn → 0 и x =

∑∞
n=1 yn.

В докладе предполагается обсудить необходимость условий на
множество в этом утверждении, а также различные его вариации.

Литература
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1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-
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УРАВНЕНИЯХ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА1

М.В. Булатов, Л.С. Соловарова
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В докладе рассмотрена задача

A(t)x
′′

(t) +B(t)x
′

(t) + F (x(t), t) = 0, t ∈ [0, 1], (1)

x(0) = a, x
′

(t)|t=0 = b, (2)

где A(t), B(t) — (n × n)-матрицы, F (.) и x(t) — n-мерные вектор-
функции. Предполагается, что detA(t) ≡ 0. Такие задачи принято
называть дифференциально-алгебраическими уравнениями (ДАУ)
второго порядка. Как правило, (1),(2) путем введения новой пере-
менной вектор-функции y(t) = (x

′

(t)⊤, x(t)⊤)⊤, y(0) = (b⊤, a⊤)⊤

записывают в виде ДАУ первого порядка. Для исследования и
численного решения полученной таким образом задачи применяют
подходы, разработанные для ДАУ первого порядка. Такой подход
имеет ряд недостатков. На основе матричных полиномов сформу-
лированы достаточные условия существования и единственности
решения задачи (1),(2). Обозначим C(x(t), t) = ∂

∂xF (x(t), t).
Теорема. Пусть для задачи (1),(2) выполнены условия:

1. Элементы входных данных (1) достаточно гладкие;

2. rankA(0) = rank(A(0)|B(0)b + F (a, 0);

3. rankA(t) = r = const;

4. rank(A(t)|B(t)) = r + l = const;

5. det(λA(t)+µB(t)+C(x, t)) = a0(t)λ
rµl+ ...+a(t) 6= 0 в окрест-

ности точки (a, 0).

Тогда на отрезке [−ǫ, ǫ] задача (1),(2) имеет единственное реше-
ние из класса C2.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-29-
10019).
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СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ СИММЕТРИЧНОГО
ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ МОДИФИЦИРОВАННОЙ

ЖИДКОСТИ О.А. ЛАДЫЖЕНСКОЙ
В ПЕРЕМЕННЫХ КРОККО

Р.Р. Булатова, В.Н. Самохин, Г.А. Чечкин
(Москва, МГУ им. М.В.Ломоносова,

Московский Политехнический университет )
regina.bulatova@mech.math.msu.su, vnsamokhin@mtu-net.ru,

chechkin@mech.math.msu.su

В случае двумерного стационарного течения модифицированная
система уравнений МГД-пограничного слоя имеет вид:

ν((1 + k(uy)
2)uy)y − uux − vuy +B2(x)(U(x) − u) = −U(x)U ′(x),

ux + vy = 0, (1)

Здесь ν — кинематическая вязкость среды и d— малая положитель-
ная постоянная, зависящие от свойств жидкости, плотность жид-
кости ρ и проводимость среды σ предполагаются равными единице,
B(x), U(x) — заданные функции.

Система (1) рассматривается в области D = {0 < x < X, 0 <
y <∞} с граничными условиями

u(0, y) = 0, u(x, 0) = 0, v(x, 0) = v0(x), u(x, y) → U(x) при y → ∞.
(2)

где условия U(0) = 0, U(x) > 0 при x > 0 подразумевают сим-
метричность пограничного слоя.

В переменных Крокко система (1) с граничными условиями (2)
перепишется в виде

ν
(
1 + 3dU2w2

)
w2wηη − ηUwξ + (η2 − 1)Uξwη − ηUξw+ 6νdU2w2

ηw
3+

+(η − 1)B2w −B2Uw = 0

в области Ω = {0 < ξ < X, 0 < η < 1} с граничными условиями

w(ξ, 1) = 0,
(
νwwη

(
1 + 3dU2w2

)
− v0(ξ)w + Uξ +B2

)∣∣∣
η=0

= 0.

Была доказана теорема существования и единственности реше-
ния задачи (1),(2) при указанных ранее условиях.

c© Булатова Р.Р.,Самохин В.Н., Чечкин Г.А., 2019
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ОПТИМАЛЬНЫЕ И АСИМПТОТИЧЕСКИ
ОПТИМАЛЬНЫЕ УПРАВЛЕНИЯ В ПРИКЛАДНОЙ

ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ1

Е.В. Булинская (Москва, МГУ)
ebulinsk@yandex.ru

Хорошо известно, что для исследования реального процесса
(или системы) необходимо построить соответствующую математи-
ческую модель. Еще в прошлом веке было замечено сходство мо-
делей, возникающих в теории массового обслуживания, страхова-
нии и теории запасов (см. [1]). Позже выяснилось (см. [2]), что и
другие области прикладной теории вероятностей, например, теории
надежности, теории водохранилищ, финансов, биологии и медици-
ны, могут быть описаны с помощью набора следующих процессов
и функционалов (T, Z, Y, U,Ψ,L). Здесь T — это горизонт плани-
рования, Z — входящий процесс (или поток), а Y — выходящий,
т.е. Z = {Z(t), t ∈ [0, T ]}, Y = {Y (t), t ∈ [0, T ]} представляют собой
некоторые случайные (или детерминированные) процессы, возмож-
но, имеющие разную размерность. Далее, U = {U(t), t ∈ [0, 1]} — это
управление, а Ψ — функционал, описывающий структуру системы
и способ ее функционирования. Следовательно, состояние системы
X = Ψ(Z, Y, U) также некоторый процесс X = {X(t), t ∈ [0, 1]}.
Наконец, последний элемент LT (U) = L(T, Z, Y, U,X) — это целе-
вая функция (критерий или мера риска), оценивающая качество
функционирования системы.

Определение. Управление U∗
T = {U∗(t), t ∈ [0, T ]} называется

оптимальным, если

LT (U∗
T ) = inf

UT∈UT

LT (UT ) (или LT (U∗
T ) = sup

UT ∈UT

LT (UT )),

где UT — класс допустимых управлений. Набор U∗ = {U∗
T , T > 0}

называется оптимальной политикой (или стратегией).

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 17-01-
00468).

c© Булинская Е.В., 2019
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Оптимизация может проводиться как в рамках надежностного
подхода, когда надо минимизировать вероятность разорения или
максимизировать вероятность бесперебойной работы системы, так
и в рамках стоимостного подхода, когда минимизируются ожидае-
мые издержки или максимизируется ожидаемый доход (см. [3]).

При бесконечном горизонте планирования T в рамках стои-
мостного подхода не всегда удается найти оптимальное управле-
ние. Поэтому приходится использовать асимптотически оптималь-
ное управление (см., например, [2], [4]).

Определение. Управление ŨT = {Ũ(t), t ∈ [0, T ]} называется
асимптотически оптимальным, если

lim
T→∞

T−1LT (ŨT ) = lim
T→∞

T−1LT (U∗
T ).

Доклад посвящен исследованию новых моделей страхования и
теории запасов как в случае непрерывного, так и дискретного вре-
мени. Наряду с использованием методов, разработанных в [4], [5],
продолжается изучение устойчивости оптимальных управлений к
малым флуктуациям параметров и возмущениям описывающих
рассматриваемую систему процессов (см., например, [6], [7]).
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7. Булинская Е.В. Анализ чувствительности некоторых при-
кладных моделей теории вероятностей / Е.В. Булинская, Б.И. Ши-
гида // Фундаментальная и прикладная математика. — 2018. —
Т. 22, вып. 3. — С. 19–34.

О СМЕШАННОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
С ИНВОЛЮЦИЕЙ

С НЕПРЕРЫВНЫМ ПОТЕНЦИАЛОМ
М.Ш. Бурлуцкая (Воронеж, ВГУ)

bmsh2001@mail.ru

Рассмотрим смешанную задачу для уравнения первого порядка
с инволюцией

∂v(x, t)

∂t
=
∂v(x, t)

∂x
+ q(x)v(2 − x, t), (1)

x ∈ [0, 2], t ∈ (−∞,+∞)

v(0, t) = v(2, t), v(x, 0) = ϕ̃(x), x ∈ [0, 2]. (2)

Классические решения подобных задач при минимальных требо-
ваниях на начальные данные исследовались в случае непрерывно
дифференцируемой q(x) (см. например, [1]). Здесь мы предполага-
ем q ∈ C[0, 2].

Соответствующая спектральная задача приводит к изучению
функционально-дифференциального оператора с инволюцией
(Ly)(x) = y′(x) + q(x)y(2 − x), y(0) = y(2), и тесно связанного с
ним оператора Дирака. Различные спектральные вопросы для та-
ких операторов (впервые появившихся в [2]), в том числе и в случае
недифференцируемого потенциала, исследовались в [2]–[6] (более
полную библиографию и ссылки на работы других авторов см. в
[4; 8]).

Установим связь между задачей (1)–(2) и смешанной задачей
для системы уравнений первого порядка (см. также [7]):

∂u(x, t)

∂t
= B

∂u(x, t)

∂x
+Q(x)u(x, t), (3)

x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,+∞),

u1(0, t) = u2(0, t), u1(1, t) = u2(1, t), (4)

c© Бурлуцкая М.Ш., 2019

60



u(x, 0) = ϕ(x), (5)

где u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t))
T , ϕ(x) = (ϕ1(x), ϕ2(x))

T ,

B =

(
1 0
0 −1

)
, Q(x) =

(
0 q2(x)

q1(x) 0

)
. Задача (3)–(5) в случае

qj ∈ C[0, 1] исследовалась в [8], где получено классическое решение
при условии ϕ ∈ DL̃2 (L̃ — оператор, порожденный соответствую-
щей спектральной задачей), в [9] классическое решение получено
при ϕ ∈ DL̃. Также в [8; 9] доказывается, что формальное решение
является обобщенным решением задачи, понимаемым как предел
классических решений для случая гладких аппроксимаций началь-
ных данных задачи.

Теорема 1. Если u(x, t) есть решение задачи (3)–(5), то v(x, t)
такая, что v(x, t) = u1(x, t), при x ∈ [0, 1], v(x, t) = u2(2−x, t), при
x ∈ [1, 2], является решением задачи (1)–(2), где q(x) = q2(x), при
x ∈ [0, 1], q(x) = q1(2−x), при x ∈ [1, 2], ϕ̃(x) = ϕ1(x), при x ∈ [0, 1],
ϕ̃(x) = ϕ2(2− x), при x ∈ [1, 2].

Замечание. Условие u1(1, t) = u2(1, t) влечет непрерывность
v(x, t) в точке x = 1. Функция q(x), определенная в теореме 1, во-
обще говоря, терпит разрыв в точке x=1. Если q1(1) = q2(1), то
q(x) — непрерывна. Минимальные требования на значения ϕ(x) в
задаче (1)–(3) ϕ1(0) = ϕ2(0), ϕ1(1) = ϕ2(1) влекут непрерывность
ϕ̃(x) в точке x = 1.

Теорема 2. Пусть v(x, t) есть решение задачи (1)–(2). Тогда
u1(x, t) = v(x, t), u2(x, t) = v(2−x, t), x ∈ [0, 1] есть решение задачи
(3)–(5), где q1(x) = q(2 − x), q2(x) = q(x), ϕ1(x) = ϕ̃(x), ϕ2(x) =
ϕ̃(2 − x), при x ∈ [0, 1].

Используя результаты из [8; 9], устанавливается
Теорема 3. Если ϕ̃(x) абсолютно непрерывна на [0, 2], ϕ̃′ ∈

L2[0, 2], ϕ̃(0) = ϕ̃(2), то классическое решение задачи (1)–(2) суще-
ствует (под классическим решением понимается функция v(x, t),
абсолютно непрерывная по x и t, удовлетворяющая уравнению (1)
почти всюду и условиям (2)).

Отметим, что учитывая [4, Замечание 3], результаты могут быть
обобщены на случай q ∈ L2[0, 2].
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СУБОТНОШЕНИЕ ШТЕЙНЕРА
В БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 1

Л.Ш. Бурушева (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова)
lburusheva@gmail.com

Пусть X — банахово пространство и M — его конечное подмно-
жество. Длиной кратчайшей сети для M в X называется число

|smt|(M,X) = inf{|Γ| : сетьΓ соединяетM},

где сеть — связный граф с ребрами-отрезками. Через |Γ| обознача-
ется длина сети, то есть сумма длин ее ребер.

Пусть M — конечное метрическое пространство. Число

|mf|(M) = inf{|smt|(ϕ(M), Y ) : ϕ : M → Y },

где infimum берется по всем изометричным вложениям множества
M в различные банаховы пространства Y , называется длиной ми-
нимального заполнения M .

Для всякого конечного подмножества M банахова простран-
ства X выполнено очевидное неравенство |smt|(M,X) > |mf|(M).
Доклад посвящен следующему вопросу: во сколько раз величина
|smt|(M,X) может быть больше величины |mf|(M) для какого-либо
конечного множества M в банаховом пространстве X?

Теорема. Для всякого банахова пространства X и его n- то-
чечного подмножества Mn справедливо неравенство

|mf|(Mn)

|smt|(Mn, X)
>

n

2(n− 1)
,

и существуют такие X и Mn, при которых оно обращается в
равенство.
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1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ОБРАТНОЙ СПЕКТРАЛЬНОЙ
ЗАДАЧИ ДЛЯ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

ОПЕРАТОРА СВЕРТКИ1

С.А. Бутерин (Саратов, СГУ)
buterinsa@info.sgu.ru

Пусть {λn}n>1 – спектр краевой задачи L := L(M) вида

−y′′ +
∫ x

0

M(x− t)y′(t) dt = λy, 0 < x < π, y(0) = y(π) = 0, (1)

где M(x) – комплекснозначная функция, (π − x)M(x) ∈ L2(0, π).
В [1] исследовалась обратная задача восстановления функции

M(x) по спектру {λn}n>1. Была доказана теорема единственности
для этой обратной задачи и получена конструктивная процедура ее
решения вместе с необходимыми и достаточными условиями разре-
шимости. А именно, произвольная последовательность комплекс-
ных чисел {λn}n>1 является спектром некоторой краевой задачи L
вида (1) тогда и только тогда, когда имеет место асимптотика

λn = (n+ κn)
2, {κn} ∈ l2.

В настоящей работе получена устойчивость решения этой об-
ратной задачи. Наряду с L рассмотрим краевую задачу L(M̃).

Теорема 1. Существует число δ > 0, зависящее от M(x), та-
кое что если спектр {λ̃n}n>1 задачи L(M̃) удовлетворяет условию

Λ :=

√√√√
∞∑

n=1

|λn − λ̃n|2
n2

6 δ,

то справедлива оценка ‖(π− x)(M(x)− M̃(x))‖L2(0,π) 6 CΛ с неко-
торой константой C > 0, зависящей только от функции M(x).

Доказательство основано на одном результате работы [2].

Литература
1. Buterin S.A. On an inverse spectral problem for a convolution

integro-differential operator / S.A. Buterin // Results Math. — 2007. —
Vol. 50, no. 3-4. — P. 173–181.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 17-11-
01193).
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2. Buterin S. On global solvability and uniform stability of one
nonlinear integral equation / S. Buterin, M. Malyugina // Results
Math. — 2018. — 73:117. — P. 1–19.
https://doi.org/10.1007/s00025-018-0879-5

О ВОССТАНОВЛЕНИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
ПУЧКОВ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ1

С.А. Бутерин, М.А. Малюгина (Саратов, СГУ)
ButerinSA@info.sgu.ru, Margarita.Malyugina@tele2.ru

Рассмотрим функционально-дифференциальное уравнение

y′′(x) + ρ2y(x) = (q0(x) + 2ρq1(x))y(x − a), 0 < x < π, (1)

где ρ — спектральный параметр, a ∈ [π/2, π), а qν(x) ∈ W ν
2 [0, π] —

комплекснозначные функции, причем qν(x) = 0 на (0, a), ν = 0, 1.
Для простоты предположим, что

∫ π
a q1(x) dx = 0. Пусть {ρn,j} —

спектры краевых задач для уравнения (1) с краевыми условиями

y(0) = y(j)(π) = 0, j = 0, 1.

Теорема 1. Имеет место асимптотика

ρn,j = ρ0n,j +
ω0

πn
cos ρ0n,ja+ (−1)j

ω1

πn
sin ρ0n,ja+

κn,j

n
,

где ωj ∈ C, ρ0n,j = n− sgn(n)j/2, {κn,j} ∈ l2, n ∈ Z \ {0}, j = 0, 1.
Пусть {nk}k∈N — возрастающая последовательность натураль-

ных чисел. Рассмотрим следующую обратную задачу: заданы под-
спектры {ρ±nk,j}k∈N, j = 0, 1, найти функции q0(x), q1(x).

Теорема 2. Для того, чтобы задание подспектров {ρ±nk,j}k∈N,
j = 0, 1, однозначно определяло функции q0(x), q1(x), необходимо и
достаточно, чтобы каждая из систем функций

{sinnkx}k∈N, {sin(nk − 1/2)x}k∈N,

была полна в пространстве L2(0, π − a).
Следствие. При любом фиксированном a ∈ [π/2, π) задание

{ρ2k,j}|k|∈N, j = 0, 1, однозначно определяет функции q0(x) и q1(x).

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ (проект
№ 1.1660.2017/4.6).
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Также можно получить алгоритм решения обратной задачи вме-
сте с необходимыми и достаточными условиями ее разрешимости.
Отметим, что случай q1(x) ≡ 0 был подробно исследован в [1].

Литература
1. Buterin S.A. An inverse spectral problem for Sturm–Liouville

operators with a large delay / S.A. Buterin, V.A. Yurko // Anal. Math.
Phys. — 2017. — https://doi.org/10.1007/s13324-017-0176-6.

БАЗИСЫ УОЛША В НЕЙРОСЕТЕВОЙ
КЛАССИФИКАЦИИ

В.В. Бутов, В.Н. Думачев (Воронеж, ВИ МВД РФ)
butovvladislav@yandex.ru, dumv@comch.ru

В работе предлагаются алгоритмы аналитической настройки си-
наптических весов искусственной нейронной сети, которая исполь-
зуется в качестве декодера помехоустойчивого двоичного блокового
кода. Специфика размещения искаженных кодовых слов на сфере
Хэмминга позволяет выделить непересекающиеся кластеры с цен-
трами в неискаженных кодовых словах. Для кода (n, k) количество
таких кластеров равно 2k. С точки зрения Булевой алгебры деко-
дер является совокупностью k булевых функцией от n переменных,
которые могут принимать 22

n

значений. Так как булевы функции,
соответствующие неискаженным кодовым словам имеют одинако-
вое количество нулей и единиц, то задача сводится к выбору k век-
торов из C22

n
−2

22n
комбинаций. Для построения линейного фильтра в

качестве дополнительных признаков нейронной сети предлагается
использовать 2n базисныx функций Уолша. Показано, что (2n − n)
базисных функции Уолша могут быть представлены в виде линей-
ного полинома Жегалкина от n входных векторов кодового слова,
который реализуется с помощью двуслойной нейроной сети.

Литература
1. Haykin S. Neural Networks and Learning Machines / S. Haykin.
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2. Morelos-Zaragoza R.H. The Art of Error Correcting Coding /

R.H. Morelos-Zaragoza. — New York: Wiley, 2006. — 278 p.
3. Думачев В.Н. Особенности обучения нейросетевого декодера

/ В.Н. Думачев, А.Н. Копылов, В.В. Бутов // Системы управления
и информационные технологии. — 2017. — Т. 67, № 1. — С. 29–33.
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4. Думачев В.Н. О нейросетевом декодере помехоустойчивого
кода Хэмминга / В.Н. Думачев, В.В. Бутов // Системы управления
и информационные технологии. — 2017. — Т. 70, № 4. — С. 8–11.

5. Nachmani E. Near maximum likelihood decoding with deep
learning / E. Nachmani, E. Marciano, D. Burshtein, Y. Beéry // 2018.
ArXiv: cs.IT/1801.02726

ОТКЛИК НА ИМПУЛЬСНОЕ ВОЗБУЖДЕНИЕ
СРЕДЫ С РЕОЛОГИЕЙ ВОЛЬТЕРРА-ФРЕШЕ С

СЕПАРАБЕЛЬНЫМИ ЯДРАМИ
А.П. Бырдин, В.С. Прач, А.А. Сидоренко (Воронеж,

Воронежский государственный технический университет)
(Донецк, Украина, Донецкий политехнический институт)

sidorenko6302@mail.ru

Задачи по изучению ползучести конструкционных материалов
позволяют установить адекватность реологических моделей экспе-
риментальным результатам, полученным при испытаниях образ-
цов. При обработке результатов опытов на ползучесть или релак-
сацию напряжений используется упрощение физических уравнений
нелинейно-наследственной теории, в частности — предположение о
сепарабельности ядер наследственности.

В настоящей работе рассматривается ползучесть таких матери-
алов при одноосном нагружении вида σ(t) = AH(t)H(t0 − t), где
H — функция Хевисайда. Определяющее соотношение для матери-
ала представлено в виде:

σ (t) =
t∫
· · ·
∫

0

Vn(t− t1, ..., t− tn)
n∏

m=1
ε(tm)dtm,

Vn(t1, ..., tn) = an
n∏

m=1
V1(tm), V1(t) = δ(t)− vβe−βt,

(1)

где V1(t) — соответствует модели стандартного линейного тела, где
v — дефект модуля упругости, β−1 — время релаксации. Рассматри-
вая соотношение (1) как уравнение относительно деформации ε(t)
можно получить следующее выражение для ядер интегралов об-
ратного аналитического функционала, аналогичного функционалу
в (1):

Wn(t1, ..., tn) = fn

(
a2
a21
, ...,

an
ann

)
W1(tn)

n−1∏

m=1

δ1(tm − tn), (2)
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где fn можно построить в замкнутом виде для некоторых зависи-
мостей an от n. Учитывая (2), решение уравнения (1) получаем в
виде

ε(t) =

∞∑

n=1

fnA
n−1 ·

t∫

0

W1(τ)σ(t − τ)dτ . (3)

Из (3) следует, что в случае сепарабельных весовых функций
релаксации Vn при действии напряжения в форме прямоугольного
импульса кривые ползучести для нелинейной вязкоупругой среды
будут подобны кривым ползучести линейного вязкоупругого тела.

Для жесткой и мягкой сред при коэффициентах вида an =
µnили an = (−1)n−1µn соответственно, из (3) получим следующий
закон ползучести

ε(t) = B(+,−)

{
1 + v

v̄ (1− e−v̄βt), 0 < t 6 t0,
v
v̄ (e

v̄βt0 − 1)e−v̄βt, t0 < t,
(4)

где v̄ = 1 − v, амплитуды деформации для жесткой и мягкой сред
имеют вид:

B(+) ≈ A

µ
(1−A), B(−) ≈ A

µ

(
1− A

8

)
, 0 < a < 0.17.

МНОГОПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ
НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ И ИХ

ПРИЛОЖЕНИЯ В ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ1

Д.В. Валовик, В.Ю. Курсеева (Пенза, ПГУ)
dvalovik@mail.ru, 79273698109@ya.ru

Пусть Ī = [0, h] и h > 0, n > 2 — целое число, A∗
ij = (0, α∗

ij), где
i, j = 1, n, α∗

ii > 0, при этом α∗
ij — произвольные фиксированные

числа, а α∗
ij при i 6= j достаточно малы. Пусть Λ∗

i = [0, λ∗i ), где
λ∗i > 0 (i = 1, n), — достаточно большие числа. Множества Λ∗ и A∗

есть декартовы произведения Λ∗
i , A

∗
ij соответственно. Кроме того,

αij и λi, где i, j = 1, n, — положительные параметры.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 18-71-
10015).
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Задача P = P (α), где α = {αij}ni,j=1, заключается в нахожде-
нии тех значений параметра λ = λ̄ = (λ̄1, . . . , λ̄n), для которых
существуют решения ui ≡ ui(x; λ̄,α) системы u′′i = −(ai − λi)ui −
ui
∑n

j=1 αiju
2
j , удовлетворяющие условиям ui(0) = 0, u′i(0) = Ai,

ui(h) = 0, где (x,λ,α) ∈ Ī × Λ∗ × A∗, ai, Ai > 0 — вещественные
постоянные, и ui ∈ C2 (̄I) [1, 2].

При αij = 0 для i 6= j задача P (α) распадается на n более
простых задач P (αii).

Теорема. Пусть каждая из задач P (αii) имеет mi однократ-
ных собственных значений λi = λ̂i,1, . . . , λ̂i,mi

∈ [0, ai) ∪ (λ′i, λ
∗
i ) ⊂

Λi соответственно. Тогда найдутся положительные постоянные
α0
ij при i 6= j, такие, что для любых 0 < αij < α0

ij (i 6= j) за-
дача P (α) имеет по крайней мере m1 × m2 × . . . × mn вектор-
ных собственных значений λ̄k1,k2,...,kn = (λ̄1,k1 , λ̄2,k2 , . . . , λ̄n,kn)

⊤,
где ki = 1,mi; при этом каждое λ̄k1,k2,...,kn содержится в некото-
рой окрестности точки (λ̂1,k1 , λ̂2,k2 , . . . , λ̂n,kn)

⊤.

Литература
1. Valovik D.V. Nonlinear multi-frequency electromagnetic wave

propagation phenomena / D.V. Valovik //Journal of Optics. — 2017. —
Vol. 19. — № 11. — P. 115502 (16 pages).

2. Boardman A.D. Third-Order Nonlinear Electromagnetic TE and
TM Guided Waves / A.D.Boardman, P. Egan, F. Lederer, U. Langbein,
D. Mihalache // Elsevier sci. Publ. North-Holland. — 1991. — Vol. 29. —
P. 73–287.

КОЛМОГОРОВСКИЕ ПОПЕРЕЧНИКИ
ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ВЕСОВЫХ КЛАССОВ СОБОЛЕВА1

А.А. Васильева (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова)
vasilyeva_nastya@inbox.ru

Пусть 1 < p 6 q < ∞, g(t) = t−β | log t|µ, w(t) = t−σ| log t|ν ,
t ∈ [0, e−1]. Положим

M = {f ∈ AC[0, e−1] :
e−1∫
0

|f ′/g|p dt 6 1,
e−1∫
0

|wf |p dt 6 1}.

Теорема. Предположим, что β = 1+ 1
q − 1

p , β+σ = 1, µ+ν > 0;

при этом в случае µ > − 1
p′ − 1

q выполнено ν > µ 1/p−1/q
1/p′+1/q .

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 16-01-
00295).
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1. Пусть p = q или q 6 2. Положим θ1 = 1 + 1
q − 1

p ,

θ2 = ν(1/p′+1/q)−µ(1/p−1/q)
µ+ν+1 . Предположим, что θ1 6= θ2.

Тогда dn(M, Lq[0, 1]) ≍ n−min{θ1, θ2}.

2. Пусть p < q и q > 2. Положим

θ1 = 1 +
1

q
− 1

p
+min

{
1

2
− 1

q
,
1

p
− 1

q

}
,

θ2 =
ν(1/p′ + 1/q)− µ(1/p− 1/q)

µ+ ν + 1
+min

{
1

2
− 1

q
,
1

p
− 1

q

}
,

θ3 =
q(ν(1/p′ + 1/q)− µ(1/p− 1/q))

2(µ+ ν + 1)
.

Предположим, что существует j∗ ∈ {1, 2, 3} такое, что
θj∗ < minj 6=j∗ θj. Тогда dn(M, Lq[0, 1]) ≍ n−θj∗ .

Доказательство опирается на теорему вложения Р. Ойнарова [1].

Литература
1. Oinarov R. On weighted norm inequalities with three weights /
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О ВЕСАХ И ФУНКЦИЯХ В МЕТОДАХ
ВЕСОВОГО РЕШЕТА

Е.В. Вахитова, С.Р. Вахитова (Воронеж, ВГУ)
algebraist@yandex.ru

В настоящей работе проведен краткий обзор методов весового
решета в аналитической теории чисел, сравнение различных весов
и о функциях в методе решета.

В работах [1], [2] приведены ссылки на работы [3], [4]. При этом
не учтена работа [5], в которой приведено подробное изложение
метода весового решета с весами А. А. Бухштаба, которые были
анонсированы им в 1985 году [6]. Методам весового решета и их
приложениям посвящены также работы [7]–[15].

Следует различать метод решета А. Сельберга и метод реше-
та В. Бруна с различными весами, а именно: веса А. А. Бухштаба
1967 года [16], веса Х.– Э. Рихерта 1969 года [17], [18], веса А. А.
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Бухштаба – М. Лабордэ 1979 года [19] (это веса А. А. Бухштаба в
непрерывной форме, полученной М. Лабордэ) и веса А. А. Бухшта-
ба, анонсированные им в 1985 году [6].

Метод решета А. Сельберга с весами А. А. Бухштаба, анонси-
рованными им в 1985 году, и метод решета В. Бруна с весами А. А.
Бухштаба, анонсированными им в 1985 году, исследованы в работах
[3] – [5] и [7], [8].

Функции в методе решета впервые ввел А. А. Бухштаб [20], [21],
это признано (см. [18], гл. 8, с. 237 и [2], гл. 4, с. 167).

Сравнение различных весов в методах весового решета прове-
дено в работе [22].
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
АЭРОУПРУГИХ СИСТЕМ1

П.А. Вельмисов, А.А. Молгачев,
Ю.В. Покладова (Ульяновск, УлГТУ)

velmisov@ulstu.ru

Рассматриваются математические модели динамики деформи-
руемых элементов (упругих пластин), являющихся составными ча-
стями конструкций, находящихся во взаимодействии с потоком газа
или жидкости (вибрационных устройств, защитных экранов, дат-
чиков давления и др.).

Математические модели представляют собой начально-краевые
задачи для связанных систем дифференциальных уравнений с
частными производными для аэрогидродинамических функций и
функций деформаций упругих элементов.

Для описания движения жидкости или газа в модели идеальной
несжимаемой среды используется уравнение Лапласа

ϕxx + ϕyy = 0,

в модели идеальной сжимаемой среды — уравнение линейной тео-
рии

ϕtt + 2V ϕxt + V 2ϕxx = a0(ϕxx + ϕyy),

или трансзвуковое нелинейное уравнение Линя–Рейснера–Тзяна

2ϕxt + (γ + 1)ϕxϕxx − ϕyy = 0,

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и Ульяновской об-
ласти (проект № 18-41-730015).
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где ϕ(x, y, t) — потенциал скорости жидкости (газа); V , a0 , γ —
некоторые константы; индексы x, y, t снизу обозначают производ-
ные по x, y, t соответственно.

Для описания течения вязкой несжимаемой среды используются
уравнения Навье–Стокса

ρ(ut + uux + vuy) = −px + µ(uxx + uyy),

ρ(vt + uvx + vvy) = −py + µ(vxx + vyy), ux + vy = 0,

где u(x, y, t), v(x, y, t) — проекции вектора скорости жидкости;
p(x, y, t) — давление; ρ, µ — постоянные.
Для описания динамики упругих элементов (пластин) использу-

ется модель, учитывающая демпфирование продольного усилия и
изгибающего момента пластины. В этом случае динамика упругих
элементов описывается двумя уравнениями для продольных ν(x, t)
и поперечных w(x, t) деформаций:

mνtt(x, t)−Gx(x, t)− τGxt(x, t) + f(x, t, ν, w, νt, wt) = Fx,

mwtt(x, t)− [wx(x, t)(G(x, t) + τGt(x, t))]x +Mxx(x, t)+

+γMtxx(x, t) + g(x, t, ν, w, νt, wt) = Fy .

Здесь M(x, t) = EJ wxx

[1+2(νx+
1
2w

2
x)]

3
2

— изгибающий момент;

G(x, t) = EF (νx +
1
2w

2
x) — продольное усилие; Fx = µ(uy + vx),

Fy = −p + 2µvy — продольная и поперечная составляющие гид-
родинамической силы; f(x, t, ν, w, νt, wt), g(x, t, ν, w, νt, wt) — функ-
ции, описывающие некоторые внешние (например, управляющие)
воздействия; m, EF , EJ , γ, τ — некоторые постоянные.

Предполагая деформации малыми, можно положить M(x, t) =
= EJ [wxx − 3(νx +

1
2w

2
x)wxx].

Для изучения колебаний упругих элементов использовались так
же различные модели (как линейные, так и нелинейные), описывае-
мые только одним уравнением для поперечных деформаций w(x, t).

Исследование динамической устойчивости упругих элементов
проводилось на основе функционалов типа Ляпунова и на осно-
ве численных методов, как для линейных, так и для нелинейных
моделей. Приведены примеры численного эксперимента в задачах
о динамике элементов различных аэроупругих конструкций.
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СОСТАВНОЙ МЕТОД УВЕЛИЧЕНИЯ
ЭФФЕКТИВНОСТИ СЖАТИЯ ИНФОРМАЦИИ

В.Н. Верещагин (Воронеж, ВНИИ «Вега»)
Slawa-W@mail.ru

Проблема увеличения эффективности функционирования ин-
формационных систем рассмотрена во многих работах, например в
[1-3]. Для решения этой проблемы предлагается использовать ком-
бинированный (составной) метод сжатия.

Под эффективностью сжатия понимается соотношение парамет-
ров степени сжатия и качества восстановления (например, их про-
изведение, сумма и т.д.), характеризующих акт сжатия. Степень
сжатия определяется коэффициентом сжатия K, равным отноше-
нию объёмов исходного (несжатого) изображения и данных сжа-
того изображения, а качество восстановления может определять-
ся многими критериями, например, значением отношения пикового
уровня сигнала к уровню шума PSNR (обозн. PSNR ≡ P ), полу-
чаемым путём сравнения исходного и восстановленного изображе-
ний [2]. Таким образом, каждый акт сжатия характеризуется парой
чисел: (K,P ). Любой метод сжатия характеризуется зависимостью
P = f(K) или K = f−1(P ).

Теорема 1. 1. Если есть два метода сжатия, имеющие раз-
ные эффективности (K10P10 < K20P20), и возможность после-
довательного сжатия этими методами, в результате чего по-
лучается составной метод, то эффективность этого составного
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метода будет удовлетворять условию: K10P10 < K12P12 < K20P20

(K10,K20 > 1).
2. Если после сжатия методом 1 в результате досжатия ме-

тодом 2 эффективность получившегося составного метода стала
выше эффективности метода 1, то метод 2 эффективнее метода
1: если K12P12 > K10P10, то K20P20 > K12P12.

Теорема 2. Качество восстановления составного метода удо-
влетворяет условию P21 < P12 < P22, причем P12 определяется
из уравнения: (P12 − P21)/(P22 − P12) = K10/K20; K10,K20 > 1.
Аналогично можно определить K12;

P21 = f1(K10K20), P22 = f2(K10K20).
Разность между теоретическим и практическим значениями эф-

фективности составного метода характеризует помехоустойчивость
первого метода сжатия. Данную теорию можно обобщить на любое
количество методов сжатия, а также на сжатие информации других
типов. Таким образом, представлена новая теория сжатия (сжатие
составным методом, в частности, с применением стеганографиче-
ских функций с целью сжатия информации) и методика оценки
эффективности сжатия информации составным методом (оценка
качества).
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ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ СЖАТЫХ ИЗМЕРЕНИЙ
В РАДИОФИЗИКЕ

В.Н. Верещагин (Воронеж, ВГУ)
Slawa-W@mail.ru

В современной теории обработки сигналов всё чаще возникают
задачи сжатия данных [1-4]. К ним относятся, например, задачи
сжатия информации, а также уменьшения количества необходимых
измерений. Однако, существующие способы сжатия имеют недо-
статочную для решения практических задач эффективность [4, 5].
Поэтому представляют интерес поиск и разработка новых, более
эффективных способов сжатия.

Известно, что любую матрицу можно привести к нормальной
форме Фробениуса (НФФ) [6, 7]. Известен также метод А.М. Да-
нилевского получения НФФ матрицы [7]. Вопросы же восстановле-
ния исходной матрицы из её НФФ недостаточно освещены в извест-
ной литературе. Исследования показали, что возможно однознач-
ное восстановление, не требующее дополнительной информации, из
НФФ исходной матрицы с помощью решения системы линейных
алгебраических уравнений (СЛАУ) на каждом из трёх этапов вос-
становления. Сложность восстановления заключается в том, что
иногда необходимо решать СЛАУ большой размерности. Таким об-
разом, можно представить n2 чисел с помощью n чисел.

Найденный способ может использоваться во многих приложени-
ях радиофизики, в частности, где требуется сжатие данных и (или)
обеспечение помехозащищённости, например, при сжатии аналого-
вого изображения, при передаче сигнала с некоторым набором ква-
зигармонических составляющих в спектре, когда уменьшение ко-
личества этих составляющих позволит обеспечить низкое энерго-
потребление генератора и передатчика, а также высокую помехо-
защищённость.
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РАЗРЕШИМОСТЬ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ ДВУМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ НАВЬЕ-СТОКСА

Ю.П. Вирченко, А.В. Субботин (Белгород, БелГУ)
virch@bsu.edu.ru

Разрешимость начально-краевой задачи для базового уравнения
Навье-Стокса (см., например, [1])

v̇ + (v,∇)v = η∆v (1)

динамики вязкой несжимаемой жидкости до сих остается одной
из главных проблем современной математической физики. Особен-
но остро эта проблема стоит относительно сущестования глобаль-
ных по времени решений, описывающих трехмерные течения жид-
кости. Для двумерных течений в случае ограниченных областей
эта проблема была положительно решена О.А. Ладыженской, ко-
торые суммированы в [2]. Кроме того, в трехмерном случае уда-
лось доказать существование в трехмерном случае стационарных
решений [3]. Однако, до настоящего времени, нет доказательства
разрешимости начально-краевой задачи даже для двумерных те-
чений в случае неограниченных областей при довольно широком
предположении о форме области, занимаемой движущейся жидко-
стью. Сложность решения проблемы связана как с нелинейностью
самого уравнения Навье-Стокса, так и с проблемой учета условия
несжимаемости (∇,v) = 0 при доказательстве существования ре-
шения.
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В настоящем сообщении мы предлагаем такой метод учета диф-
ференциальной связи, представляющей условие несжимаемости,
который позволяет явно выделять класс векторных полей, где ста-
вится начально-краевая задача. Этот метод позволяет непосред-
ственно доказать разрешимость задачи для двумерных течений в
неограниченных областях. Метод основан на выявлении необходи-
мых и достаточных условий, которые автоматически обеспечивают
выполнимость условия (∇,v) = 0 для решений в течение эволю-
ции. Ранее этот метод был использован [4] при анализе уравнения
Эйлера при η = 0. Он основан на следующем утверждении.

Теорема 1. Если гладкое векторое двумерное поле v(x, t) удо-
влетворяет условию (∇,v) = 0, то для того чтобы оно удовле-
творяло уравнению (1), необходимо и достаточно чтобы матрица
Ajk = ∇kvj была нильпотентной.

Нильпотентность матрицы, позволяет в двумерном случае при-
вести уравнение (1) к виду, который позволяет установить тот
тип границ области Ω, в которой происходит движение жидко-
сти, и класс векторных полей v(x, 0), представляющих начальные
условия, для которых существует глобальное решение начально-
краевой задачи для уравнения (1). В частности, доказана

Теорема 2. Для того, чтобы начально-краевая задача для дву-
мерного гладкого поля v(x, t), заданного на всем пространстве R2,
которое удовлетворяет уравнению (1) и условию

(∇,v) = 0 ,

была разрешима, необходимо и достаточно чтобы это поле пред-
ставляло плоско-параллельное течение, то есть

v(x, t) = af
(
(n,x), t

)
,

где (a,n) = 0 При этом функция f(ζ, t) удовлетворяет уравнению

ḟ = ηf ′′ ,

Здесь штрих обозначает дифференцирование по переменной ζ.
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ОПИСАНИЕ КЛАССА ЭВОЛЮЦИОННЫХ
УРАВНЕНИЙ ФЕРРОДИНАМИКИ

Ю.П. Вирченко, А.В. Субботин (Белгород, БелГУ)
virch@bsu.edu.ru

В теории магнетизма существует теоретическая проблема, свя-
занная с построением адекватного эволюционного уравнения, опи-
сывающего на макроскопическом уровне изменения со временем t
пространственного распределения плотности магнитного момента
M(x, t), x ∈ R3 ферромагнитных материалов [1]. Обычно использу-
емое в ферродинамике т.н. уравнение Ландау-Лифшица, которое, в
простейшей ситуации сферически симметричного ферромагнетика
в отсутствие внешнего магнитного поля, имеет вид

Ṁ = γ[M,∆M] , (1)

несмотря на широкое применение в приложениях, а также его ин-
тенсивное изучение с математической точки зрения [2], обладает
двумя свойствами, которые не позволяют его считать, вполне адек-
ватным описываемой физической ситуации. Во-первых, это урав-
нение не описывает диссипативных процессов (магнитного трения),
так как линейный оператор, получаемый линеаризацией правой ча-
сти (1), не является диссипативным. Во-вторых, это уравнение не
обладает инваринатом (∇,M), что не обеспечивает выполнимость
условия соленоидальности (∇,M) = 0 поля M(x, t) в течение эво-
люции, а это необходимо, так как в отсутствии внешнего магнит-
ного поля, поле M представляет поле магнитной индукции внутри
ферромагнитной среды.

c© Вирченко Ю.П., Субботин А.В., 2019
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В связи с описанной ситуацией, возникает математическая за-
дача о перечислении всего класса допустимых эволюционных урав-
нений для псевдовекторного поля M(x, t) таких, которые облада-
ют двумя инвариантами M2(x, t) = const, как это имеет место для
уравнения (1), и (∇,M) = 0. Доказаны следующие утверждения.

Теорема 1. Если гладкое псевдовекторое поле M(x, t) унимо-
дально M2(x, t) = const и если его изменение со временем подчине-
но дифференциальному уравнению второго порядка по x, которое
имеет дивергентный тип Ṁi = ∇jSij [M], где Sij [M] – псевдо-
тензорное поле, представляемое действием на M трансляционно
инвариантного дифференциального оператора (квазинелинейного)
первого порядка, ковариантного при действии группы O3, то класс
всех таких операторов Sij [M] полностью описывается линейной
суперпозицией следующих линейно независимых операторов:

εiklMk∇jMl, εjklMk∇lMi, Miεjkl∇kMl, εiklMjMkMn∇nMl .

Теорема 2. Если гладкое псевдовекторое поле M(x, t) унимо-
дально M2(x, t) = const и соленоидально, а его изменение со вре-
менем подчинено дифференциальному уравнению второго поряд-
ка дивергентного типа Ṁi = ∇jSij [M] с псевдотензорным по-
лем Sij [M], представляющим действие на M трансляционно ин-
вариантного дифференциального оператора первого порядка, кова-
риантного при действии группы O3, то класс таких операторов
Sij [M] состоит из однопараметрического семейства операторов
γMiεjkl∇kMl.

Вычисление символа линеаризации оператора γMiεjkl∇kMl по-
казывает, что этот оператор не является диссипативным. Таким об-
разом, в случае сферически симметричного ферромагнитного ма-
териала невозможно построить эволюционное уравнение вида Ṁi =
∇jSij [M], удовлетворяющее сформулированным в водной части
условиям.
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ОБ ОДНОЙ МОДЕЛИ УПРАВЛЕНИЯ
ИНВЕСТИЦИОННЫМ ПОТОКОМ

О.В. Владимирова, М.И. Ковалева, И.В. Колесникова,
Ю.И. Сапронов (Воронеж, ВГУ; ВУНЦ ВВС «ВВА»)

kolinna@inbox.ru

В данной работе рассмотрена феноменологическая модель ав-
томатического управления инвестиционным потоком, основанная
на аналогии с «самоуправляемым» движением жидкости в рам-
ках модели Навье-Стокса, определяющей поле скоростей жидкости.
Рассмотрен аналог уравнения Навье-Стокса, приспособленный для
изучения многокомпонентного потока инвестиций при условии при-
липания изображающей точки на границе «экономической обла-
сти» (обращение в ноль вектора скорости потока). В случае стаци-
онарного потока предложена методика приближенного вычисления
поля скоростей посредством метода Галеркина и его обобщения.

Важными показателями удачного моделирования являются та-
кие факторы, как 1) сбалансированность инновационных меропри-
ятий, отсутствие «перекосов», соблюдение допустимых пропорций
между компонентами инновационной системы в целом; 2) регуляр-
ное и оптимальное использование инновационных заимствований;
3) недопустимость рискованных инвестиций. Правомерность и ак-
туальность такой точки зрения в условиях российской экономики
подтверждается в [1].

Выяснение закономерностей рождения и распространения тех-
нологических инноваций, объемов продаж, товарных потоков и т.п.
позволяет объяснять некоторые экономические явления.

Известная модель Полтеровича-Хенкина [2]-[3] позволяет доста-
точно точно описывать эволюцию распределения предприятий по
уровням технологической эффективности, но оставляет без отве-
та, например, вопрос о причине перехода предприятий к той или
иной инновационной стратегии. Почему одни предприятия перехо-
дят к заимствованию более эффективной технологии, а другие —
нет? Почему одни это делают быстрее, а другие — медленнее? Счи-
тается, что в модели Полтеровича-Хенкина нет соответствующих
переменных, на основе которых можно было бы бы прояснить воз-
никающие эффекты [4].

c© Владимирова О.В., Ковалева М.И., Колесникова И.В., Сапронов Ю.И.,
2019
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Структурную перестройку физической среды часто объясняют
на основе нелинейного диффузионного уравнения Кана-Хилларда

u̇ = ∆gradV (u) := D∆(u3 − u− γ∆(u))

и ему подобных уравнений. Здесь u = u(x) — относительная кон-
центрация компонента вещества, x ∈ U ⊂ Rm, 1 6 m 6 3, D —
коэффициент диффузии,

V (u) := D
∫

U

(
(u2 − 1)2

4
+ γ

|∇u|2
2

)
dx

— интеграл энергии, U — область, занятая изучаемой средой.
Близким, но более простым уравнением, также способным мо-

делировать структурные превращения, является широко известное
уравнение диффузии с квадратично-кубической нелинейностью:

ẇ = −gradV (w) := ∆(w) + λw − aw2 − w3,

где w = w(x) — концентрация изучаемого компонента вещества
(распределение инвестиции), x ∈ U ⊂ R2 (двумерная задача),

V (w) :=

∫∫

U

( |∇w|2
2

− λ
w2

2
+ a

w3

3
+
w4

4

)
dx1 dx2

— интеграл энергии (действия), U = [0, 1] × [0, 1] — область, за-
нятая изучаемой средой (в экономике — это область инвестирова-
ния, выраженная, например, показателями производительности).
Стабильные (устойчивые) фазы соответствуют точкам минимума
функционала энергии. Как правило, предполагается выполнение
граничного условия Неймана

∂w

∂n

∣∣∣
∂ U

= 0,

где ∂U — граница области U , n — векторное поле нормалей к гра-
нице, и выполнено естественное ограничение (на количество ком-
понента в целом)

∫∫

U

w(x1, x2) dx1 dx2 = c = const > 0.
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В случае инвестиций этот интеграл можно интерпретировать как
запланированные издержки на закупку нового оборудования.

В случае моделирования одномерного (однокомпонентного) ин-
вестиционного потока рассматриваются инновационные циклы,
описываемые логистической кривой. При этом считается, что цикл
инноваций начинается с кумулятивного накопления инновацион-
ного ресурса. Достижение некоторого критического уровня ресур-
са порождает переход к экспоненциальному росту инновационного
процесса. При подходе к состоянию насыщения происходит замед-
ление темпов роста, экспоненциальный участок траектории иннова-
ционного процесса заменяется логарифмическим. Жизненный цикл
инноваций завершается и наступает стадия сворачивания производ-
ства.

В данной работе предложен прямой подход к описанию влияния
технологической диффузии на распределение многокомпонентных
инвестиций, основанный на обобщенной гидродинамической анало-
гии: поток инвестиций сравнивается с потоком многомерной жид-
кости, и при этом учитывается прямой обмен инновационными ре-
сурсами.

В работах [2], [3] построена дискретнаях модель взаимодействия
между объемом внедренных инноваций (на заданном предприятии)
и объемом предстоящего (необходимого) инвестирования иннова-
ций, основанная на (модельном) уравнении

ẋn = (−α+ β(1 − xn))(xn − xn−1) + µ(xn+1 − xn) ,

носящем в настоящее время название «уравнение Полтеровича-
Хенкина». В этом уравнении xn — объем необходимого инвести-
рования инноваций. Это уравнение можно переписать в виде

ẋn = µ(xn+1 − 2xn + xn−1)− γ(xn − xn−1) + β(1 − xn)(xn − xn−1),

где γ = α+µ , что позволяет воспринимать уравнение как разност-
ную аппроксимацию «непрерывного» модельного уравнения

ẋ = µx′′ − γ x′ + β (1− x)(x′)

или
ẋ = µx′′ − (γ − β + β x)x′ .

Здесь x = x(s, t) — скорость инвестирования, зависящая от инно-
вационного внедрения s и времени t. Сделав замену γ − β + β x =
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y, получим, после отбрасывания общего множителя β и перено-
са конвективного члена β y y′ в левую часть, уравнение Бюргерса
ẏ + y′ y = µ y′′ , которое можно исследовать разнообразными мето-
дами, включая приближенные методы изучения посткритических
структурных перестроек, изложенные в [5], [6], [7].

Для повышения точности модели Бюргерса (рассмотренного
как одномерный вариант классического уравнения Навье-Стокса)
можно ввести дополнительное слагаемое v

(
λ − ‖v‖2

)
, учитываю-

щeе прямой (механический) обмен инновационными ресурсами. В
результате получим более общее модельное уравнение в виде

v̇ +
∂v

∂x
v = µ

∂2v

∂x2
+ v

(
λ− v2

)
. (1)

Анализ решений уравнения (1) базируется на вычислении соб-
ственных функций и собственных значений операторного пучка
A + λ I : E → F , A = d2

dx2 при краевых условия Дирихле:
E = {u ∈ C2[0, 1] : u(0) = u(1) = 0}, F = C[0, 1]. Собственные
функции операторного пучка A + λ I в пространстве E определя-
ются формулой ek =

√
2 sin(π k x) , эта функция отвечает собствен-

ному значению λ = (π k)2 . Приближение Бубнова-Галеркина по n

модам к решению уравнения (1) имеют вид v(x, t) =
n∑
k=1

ξk(t)ek(x) .

Поток инвестиций определяется дифференциальным уравнением
ẋ = v(x, t) . Графики скоростей инвестиционных поступлений пред-
ставляют собой разновидности S-образных кривых.

В более общем многомерном случае (для фирмы, состоящей из
нескольких предприятий) можно поток инвестиций «уподобить по-
току воды» и, таким образом, перенести на область экономической
динамики, связанной с планированием потоков инвестиций и их
управлением, методы многомерной гидродинамики (на основе мно-
гомерного уравнения Навье-Стокса и его обобщений). Возможно,
на этом пути можно обнаружить новые полезные правила в «орга-
низации динамики» инвестиций и инноваций.

Стационарный вариант уравнения (1) приводит, после соответ-
ствующей перепараметризации, к краевой задаче

d2v

dr2
+ λ v − v3 + ε

dv

dr
v = q , q = q(r) ,

v(0) = v(1) = 0.
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Если параметр ε достаточно мал и λ = π2 + δ, где δ — малый поло-
жительный параметр, то в этой задаче можно применить методику
М.А. Малюгиной [8]–[12], разработанную для случаев нарушения
потенциальности. При конечных приращениях λ можно воспользо-
ваться методикой, изложенной в [7], [13], основанной на аппрокси-
мациях Галеркина.
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О МАЛЫХ КОЛЕБАНИЯХ СОЧЛЕНЁННЫХ
МАЯТНИКОВ С ПОЛОСТЯМИ, ЗАПОЛНЕННЫМИ

НЕСМЕШИВАЮЩИМИСЯ ЖИДКОСТЯМИ1

В.И. Войтицкий, Н.Д. Копачевский (Симферополь,
Крымский федеральный университет им. В.И. Вернадского)

victor.voytitsky@gmail.com, kopachevsky@list.ru

Сочленёнными маятниками называют такую систему связанных
друг с другом тел, когда первый маятник закреплён в неподвиж-
ной точке с помощью сферического шарнира, второй подобным об-
разом прикреплён к первому и т.д. В работе изучен случай трёх
сочленённых маятников, содержащих по одной полости, целиком
заполненной жидкостями, когда в полости первого маятника нахо-
дятся две идеальные жидкости, в полости второго — три вязкие
жидкости, в полости третьего — одна идеальная жидкость. Это ва-

1 Работа выполнена при финансовой поддержке второго соавтора грантом
Министерства образования и науки РФ (проект 14.Z50.31.0037).
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риант частично диссипативной гидромеханической системы, в ко-
торой диссипация энергии происходит за счёт трения в гарнирах и
действия вязких сил (второй маятник).

Предполагается, что в состоянии равновесия в поле сил тяже-
сти все точки подвеса и все центры масс маятников находятся на
одной вертикальной оси, а границы раздела между жидкостями го-
ризонтальны. При изучении линеаризованной задачи о малых ко-
лебаниях этой системы выделены динамические и кинематические
переменные, описывающие её движение. Это наборы полей скоро-
стей жидкости в полостях и угловые скорости маятников (дина-
мические переменные), а также наборы полей отклонений границ
раздела жидкостей и угловые перемещения маятников (кинемати-
ческие переменные).

Предварительно изучены вспомогательные начально-краевые
задачи о малых движениях одиночных маятников с тремя описан-
ными видами заполнения полости жидкостями. При исследовании
применены методы функционального анализа, теория линейных
операторов, действующих в гильбертовом пространстве и теория
полугрупп операторов.

Для трёх вспомогательных задач и общей задачи о колебаниях
системы сочленённых маятников установлено, что каждая из задач
приводится в соответственно подобранном гильбертовом простран-
стве H = H1 ⊕H2 к задаче Коши вида





C1
dz1
dt

+A1z1 + gB12z2 = f1(t), z1(0) = z01 ;

gC2
dz2
dt

+ gB21z1 = 0, z2(0) = z02 ,
(1)

где z1 ∈ H1 — набор динамических переменных, z2 ∈ H2 — набор
кинематических переменных, 0 ≪ C1 ∈ L(H1) — оператор кинети-
ческой энергии, C2 = C∗

2 ∈ L(H2) — оператор потенциальной энер-
гии, 0 6 A1 — оператор диссипации энергии, а B12 и B21 = −B∗

12

связаны с обменом между кинетической и потенциальной энергия-
ми системы.

Для задачи (1) выведен закон баланса полной энергии и доказа-
на теорема о сильной (по переменной t) разрешимости этой задачи
на произвольном отрезке времени [0;T ] как в случае статической
устойчивости (C2 ≫ 0), так и в случае статической неустойчивости.

Для трёх вспомогательных задач и общей задачи рассмотре-
на проблема собственных (нормальных) колебаний. Изучен случай
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консервативной системы, когда все жидкости в полостях являются
идеальными и трение в шарнирах отсутствует. Получены новые ва-
риационные принципы для нахождения частот и мод собственных
колебаний маятников.
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МОДИФИЦИРОВАННЫЕ ДРОБНЫЕ ОПЕРАТОРЫ
ХАРДИ И ХАРДИ-ЛИТТЛВУДА

В НЕКОТОРЫХ ПРОСТРАНСТВАХ
С.С. Волосивец, Б.И. Голубов

(Саратов, СГУ; Москва, МФТИ)
volosivetsss@mail.ru, golubov@mail.mipt.ru

Пусть P = {pn}∞n=1 ⊂ N такова, что 2 6 pn 6 N , n ∈ N. Поло-
жим m0 = 1, mn = p1 . . . pn при n ∈ N и p−n = pn, m−n = m−1

n при

c© Волосивец С.С., Голубов Б.И., 2019
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n ∈ N. Тогда каждое число x ∈ R+ = [0,+∞) записывается в виде

x =

∞∑

n=1

x−nmn−1 +

∞∑

n=1

xn/mn, xn ∈ Z ∩ [0, pn), n ∈ Z \ {0}. (1)

Здесь первая сумма конечна и для x = l/mk, l ∈ Z+, k ∈ Z, мы вы-
бираем разложение с конечным числом xn 6= 0. Для x ∈ [mn−1,mn),
n ∈ Z, положим |x|P = mn, а |0|P = 0, тогда N−1|x|P 6 x 6 |x|P
для всех x ∈ R+. Для x, y, записанных в виде (1), по определению
x ⊖ y = z =

∑∞
n=1 z−nmn−1 +

∑∞
n=1 zn/mn, где xn ∈ Z ∩ [0, pn),

n ∈ Z \ {0} и zn = xn − yn (mod pn). Подробнее см. в [1,§ 1.5].
Пусть x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn+. Тогда положим

|x|P := max(|x1|P, . . . , |xn|P), Bk(a) = {x ∈ Rn+ : |x− a|P 6 mk} и
Sk(a) = {x ∈ Rn+ : |x− a|P = mk}, k ∈ Z, где a ∈ Rn+. Через Bk и Sk
обозначаем Bk(0) и Sk(0), где 0 — нуль Rn.

Будем рассматривать дробные операторы типа Харди-
Литтлвуда и Харди (при 0 6 β 6 n)

Bβ(P, f)(x) = |x|β−nP

∫

|t|P6|x|P
f(t) dt,

Hβ(P, f)(x) =

∫

|t|P>|x|P
|t|β−nP f(t) dt

и, для b ∈ L1
loc(R

N
+ ), их коммутаторы Bβ,b(P, f)(x) =

b(x)Bβ(P, f)(x)−Bβ(P, bf)(x) и Hβ,b(P, f)(x)) = b(x)Hβ(P, f)(x)−
Hβ(P, bf)(x). Дробные операторы Харди и Харди-Литтлвуда из-
вестны в гармоническом анализе (см. например, [2]). Что касается
модифицированных операторов, то при n = 1 они были введены
вторым из авторов [3]. Они удобнее тем. что для их ограниченно-
сти в различных пространствах часто нужны более слабые условия,
чем для обычных.

Для f ∈ L1(Bk(a)) положим fBk(a) = |Bk(a)|−1
∫
Bk(a)

f(t) dt.

Функция f ∈ Lqloc(R
n
+), 16q<∞, принадлежит классу

CMOq(P,Rn+), если

‖f‖CMOq := sup
k∈Z

(
|Bk(0)|−1

∫

Bk(0)

|f(t)− fbk(0)|q dt
)1/q

<∞.

Пусть α > 0. Будем писать f ∈ Λα(P,R
n
+), если |f(x) − f(y)| 6

C|x⊖ y)|αP, где |x⊖ y)|P = max16i6n |xi ⊖ yi|P.
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Рассмотрим весовую функцию w(x), измеримую по Лебе-
гу и п.в. положительную на Rn+. Тогда пространство Lqw(R

n
+),

1 6 q < ∞, состоит из функций с конечной нормой

‖f‖q,w=
(∫

Rn
+
|f(t)|qw(t) dt

)1/q
. Введем обозначение wδ(x) = |x|δP.

Пусть α ∈ R, 0 < q, r < ∞ и λ > 0. Тогда пространство Морри-
Герца MKα,λ

q,r (P,R
n
+) состоит из функций f ∈ Lqloc(R

n \ 0), для ко-
торых

‖f‖MKα,λ
q,r

:= sup
s∈Z

m−λ
s

(
s∑

k=−∞
mαq
k ‖fXSk

‖qr

)1/q

<∞.

Здесь, как обычно, ‖f‖r =
(∫

Rn
+
|f(t)|r dt

)1/r
— норма или квази-

норма в пространстве Lr(Rn+), XE — характеристическая функция
множества E. При λ = 0 получаем определение пространства Герца
Kα,q
r (P,Rn+). По поводу классических пространств Герца и Морри

см. [4] и [5], p-адические модификации этих и других пространств
см. в [6].

Первые две теоремы посвящены условиям ограниченности ком-
мутаторов.

Теорема 1. Пусть β > 0, 0 < q1 6 q2 <∞, 1 < r1 <∞, 1/r1 −
1/r2 = β/n, 1/r1 + 1/r′1 = 1, γ = max(r′1, r2) и b ∈ CMOγ(P,Rn+).
Тогда

1) если α < n/r′1, то ‖Bβ,b(P, f)‖Kα,q2
r2

6 C‖b‖CMOγ‖f‖Kα,q1
r1

;
2) если α > −n/r2, то ‖Hβ,b(P, f)‖Kα,q2

r2
6 C‖b‖CMOγ‖f‖Kα,q1

r1
.

Теорема 2. 1) Пусть 1 < p 6 q < ∞, 0 6 β < n, α > 0,
b ∈ Λα(P,R

n
+), δ, γ ∈ R удовлетворяют условиям α + β + δ/q =

γ/p + n(1/p − 1/q) и q(α + β) + δ > n(q − 1). Тогда коммутатор
Bβ,b(P, f) действует из Lpwγ

(RN+ ) в Lqwδ
(RN+ ).

2) Пусть 1 < p 6 q < ∞, 0 6 β < n, α > 0, b ∈ Λα(P,R
n
+),

δ, γ ∈ R удовлетворяют условиям α+ β + δ/q = γ/p+ n(1/p− 1/q)
и γ < (α + β)p − n. Тогда коммутатор Hβ,b(P, f) действует из
Lpwγ

(RN+ ) в Lqwδ
(RN+ ).

Следующая теорема показывает, что условие b ∈ CMOγ(P,Rn+)
в п. 1) теоремы 1 нельзя ослабить.

Теорема 3. Пусть α > 0 и 1 < r′1 < r < r2 (т.е. γ = r2 в
обозначениях теоремы 1) и выполняются другие условия теоремы
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1. Тогда существуют b ∈ CMOr(P,Rn+) \ CMOr2(P,Rn+) и f ∈
Kα,q1
r1 (P,Rn+), такие что Bβ,b(P, f) /∈ Kα,q2

r2 .

Последняя теорема посвящен условиям ограниченности са-
мих дробных модифицированных операторов Харди и Харди-
Литтлвуда в пространствах Морри-Герца.

Теорема 4. Пусть 0 < q1 6 q2 < ∞, 1 < r1 < r2 < ∞, 0 6 β <
n, 1/r1 − 1/r2 = β/n и λ > 0.

1) Если α < n/r′1 + λ, то ‖Bβ(P, f)‖MKα,λ
q2,r2

6 C‖f‖MKα,λ
q1,r1

.

2) Если α > −n/r2 + λ, то ‖Hβ(P, f)‖MKα,λ
q2,r2

6 C‖f‖MKα,λ
q1,r1

.
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О НЕКОТОРЫХ ПРИМЕРАХ НЕЛОКАЛЬНЫХ
ЗАДАЧ ДЛЯ ЭВОЛЮЦИОННЫХ УРАВНЕНИЙ

С СУПЕРУСТОЙЧИВОЙ ПОЛУГРУППОЙ
Ву Нгуен Шон Тунг (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова)

vnsontung@mail.ru

Настоящая заметка продолжает исследование, начатое в [1], [2].
Так, в [1] установлена корректная разрешимость одного класса об-
ратных задач для эволюционных дифференциальных уравнений

c© Ву Нгуен Шон Тунг, 2019
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с суперустойчивой полугруппой. В [2] приведены достаточно общие
примеры линейных операторов, порождающих такие полугруппы.
Сейчас мы переносим результаты на нелокальные задачи для эво-
люционных уравнений.

Рассматриваем задачу вида




u′(t) = Au(t), t > 0,

+∞∫
0

η(t)u(t) dt = u1.
(1)

Предполагаем, что A является производящим оператором для су-
перустойчивой полугруппы U(t) класса C0. Требование суперустой-
чивости (cм. [3], [4]) означает, что

ω0 = lim
t→+∞

ln ‖U(t)‖
t

= −∞. (2)

Предположение (2) позволяет доказать корректную разрешимость
нелокальной задачи (1) при минимальных ограничениях на весовую
функцию η(t).

Пусть η ∈ BV [0, τ ] при любом τ > 0, и справедлива оценка

Var {η(t)}
∣∣∣
τ

0
6 C eγτ , τ > 0,

с константами C > 0 и γ > 0. Пусть также η(0) = η(0+) 6= 0. Тогда
задача (1) является корректной, т. е. при любом выборе u1 ∈ D(A)
задача (1) имеет единственное обобщенное решение u(t) = U(t)u0
с элементом u0 ∈ E.

Несколько обобщая конструкцию [2], дадим характерный при-
мер оператора A, порождающего суперустойчивую полугруппу.
Рассмотрим на полуоси R+ оператор переноса с поглощением

A = −d/dx− a(x), x > 0, (3)

в весовом банаховом пространстве E ≡ Lp(R+, e
−ν(x)dx) со значе-

нием p > 1. Область определения оператора (3) зададим правилом

D(A) = {h ∈ AC loc(R+) : h ∈ E, Ah ∈ E, h(0) = 0 } ,

где через AC loc(R+) обозначено пространство локально абсолютно
непрерывных функций на R+. Допустим, что выполнено любое из
предположений.
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Предположение 1. Пусть ν(x) = xν0(x), где ν0(x) — неотри-
цательная, неубывающая функция на R+, такая, что

lim
x→+∞

ν0(x) = +∞.

Считаем при этом, что a(x) — измеримая, неотрицательная, ло-
кально ограниченная функция на R+.

Предположение 2. Пусть a(x) — измеримая, неотрицатель-
ная, локально ограниченная функция на R+, причем

lim
x→+∞

a(x) = +∞.

Считаем при этом, что ν(x) — неотрицательная, неубывающая
функция на R+.

Тогда оператор (3) порождает суперустойчивую полугруппу

U(t)h(x) =




h(x− t) exp

(
−

t∫
0

a(x− s) ds

)
, x > t,

0, x 6 t,

в пространстве E ≡ Lp(R+, e
−ν(x)dx) на полуоси R+.

Используя операторы переноса вида (3) в нелокальной зада-
че (1), получаем интересный класс примеров к нашей теории.

Исследование выполнено совместно с И. В. Тихоновым.
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ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИЕ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ
РЕШЕНИЯ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ

И.A. Высоцкая (Воронеж, ВГУ)
i.a.trrishina@gmail.ru

Функцию x из Cb,u(R, X) назовем интегрально убывающей на

бесконечности, если lim
α→∞

1
α sup
t∈J

α∫
0

‖x(t+ s)‖ ds = 0, и будем обозна-

чать символом C0,int = C0,int(J, X).
Определение 1. Далее символом C0 = C0(R, X) обозначим

замкнутое подпространство функций из Cb,u(R, X), обладающих
свойствами: 1) S(t)x ∈ C0, t ∈ R и любой функции x ∈ C0; 2)
C0 ⊂ C0 ⊂ C0,int; 3) eλx ∈ C0, λ ∈ R, где eλ(t) = eiλt, t ∈ R.

Определение 2. Пусть ε > 0.Число ω ∈ R называется ε-
периодом функции x ∈ Cb,u(R, X) на бесконечности относительно
подпространства C0(R, X) исчезающих на бесконечности функций,
если существует функция x0 ∈ C0 такая, что ‖S(ω)x− x− x0‖ < ε.

Определение 3. Функция x ∈ Cb,u(R, X) называется почти
периодической на бесконечности относительно подпространства C0,
если для любого ε > 0 множество ее ε-периодов на бесконечности
относительно плотно [1] на R.

Рассмотрим уравнение x(t + 1) = Ax(t) + f(t), t ∈ R, где f ∈
C0(R, X) и A ∈ EndX . Справедлива следующая

Теорема 1. Пусть для оператора A ∈ EndX выполнено условие
σ(A) ∩ T = {γ1, γ2..., γm}, где γk = eiλk , 1 6 k 6 N и T = {λ ∈
C : |λ| = 1}. Тогда равномерно непрерывное ограниченное решение
x : R → X разностного уравнения является почти периодической
на бесконечности функцией относительно подпространства C0 и

имеет вид x(t) =
n∑
i=1

xi(t)e
iλkt, t ∈ R, где xi, 1 6 i 6 n. - медленно

меняющиеся функции [1] относительно пространства C0.
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ОЦЕНКИ ВИНЕРОВСКОЙ НОРМЫ В Zdp
1

М.Р. Габдуллин (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова)
gabdullin.mikhail@yandex.ru

Пусть B ⊂ Z — конечное множество и e(x) := exp(2πix). Знаме-
нитая гипотеза Литтлвуда гласит, что

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∑

b∈B
e(bx)

∣∣∣∣∣ dx≫ log |B|. (1)

Это неравенство было независимо доказано С. Конягиным [1] и
МакГи, Пиньо и Смитом [2] в 1981 году.

В работе Б. Грина и С. Конягина [3], а также в ряде последу-
ющих работ [4]-[8] изучался дискретный аналог гипотезы Литтлву-
да для случая группы Zp. Для произвольной функции f : Zp → C

определим её винеровскую норму

‖f‖A(Zp) := ‖f̂‖1 =
∑

γ∈Ẑp

|f̂(γ)|

(здесь γ пробегает группу Ẑp всех гомоморфизмов Zp в C, а f̂(γ) =
p−1

∑
x∈Zp

f(x)γ(x); аналогично определяется преобразование Фу-
рье и винеровская норма на произвольной конечной абелевой груп-
пе). Пусть A ⊆ Zp; через A(x) будем обозначать его характеристи-
ческую функцию. Предполагается, что при 2 6 |A| < p/2 имеет
место оценка

‖A‖Zp
≫ log |A|, (2)

аналогичная оценке (1) в непрерывном случае. Неравенство (2) до-
казано С. Конягиным и И. Шкредовым [4] для множеств малого
размера, а именно, при |A| ≪ exp((log p/ log log p)1/3). В общем слу-
чае известны более слабые нижние оценки вида (2), где в правой
части стоит некоторая степень логарифма |A| (см. работы [4]-[8]).

Мы переносим одномерные результаты на многомерный случай.

1 Работа выполнена за счет гранта Российского научного фонда (проект
14.W03.31.0031).
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Теорема. Пусть E ⊆ C — произвольное множество и число
C > 0 достаточно велико. Предположим, что для любой функции
h : Zp → E ∪ {0} выполнена оценка

‖h‖A(Zp) > F (p, δ),

где δ = |supp h|p−1. Тогда для любой функции f : Zdp → E ∪ {0}
такой, что |supp f | = δpd, δ > Cp−1, выполнено

‖f‖A(Zd
p)

> F (p, δ′),

для некоторого δ′ = δ +O(δ1/2p−1/2), причём подразумеваемая по-
стоянная абсолютна.

Замечание. Не умаляя общности, в формулировке теоремы
можно считать, что функция F (p, δ) равна +∞, если pδ не равно
целому числу. Это предположение не влияет на посылку теоремы
и отсекает тривиальные случаи, связанные с тем, что мы не
знаем точное значение δ′.
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ОБ ОРТОРЕКУРСИВНЫХ РАЗЛОЖЕНИЯХ1

В.В. Галатенко, Т.П. Лукашенко, В.А. Садовничий
(Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова)

vgalat@imscs.msu.ru, lukashenko@mail.ru, info@rector.msu.ru

Орторекурсивные разложения как обобщение ортогональных
разложений в ряды Фурье впервые появились в 1999 году в [1,2].
Дадим их определение. Пусть H — гильбертово пространство над
полем R или C со скалярным произведением ( · , · ), {en}∞n=1 — про-
извольная последовательность нормированных элементов H , f —
разлагаемый элемент H .

Определение 1. Орторекурсивное разложение f по последо-
вательности {en}∞n=1 определяется индуктивно через построение
последовательностей остатков {rn}∞n=0 и коэффициентов {f̂n}∞n=1

разложения: r0 = f ; f̂n = (rn−1, en), rn = rn−1 − f̂nen, n ∈ N.

Ряд
∞∑
n=1

f̂nen называется орторекурсивным разложением (орторе-

курсивным рядом Фурье) элемента f по {en}∞n=1.
Легко видеть, что если {en}∞n=1 — ортонормированная система,

то коэффициенты {f̂n}∞n=1 являются обычными коэффициентами
Фурье, а орторекурсивный ряд Фурье — обычным рядом Фурье.
Для орторекурсивных разложений верны аналоги тождества Бес-

селя ‖rN‖2 = ‖f−
N∑
n=1

f̂nen‖2 = ‖f‖2−
N∑
n=1

|f̂n|2 и неравенства Бессе-

ля ‖f‖2 >
∞∑
n=1

|f̂n|2, а аналог равенства Парсеваля ‖f‖2 =
∞∑
n=1

|f̂n|2

имеет место тогда и только тогда, когда орторекурсивный ряд Фу-
рье сходится к разлагаемому элементу.

Заметим, что если члены последовательности {en}∞n=1 не за-
давать сразу, а выбирать очередной элемент en на n–ом шаге по
какому-то правилу, то можно получить различные варианты так
называемых «жадных» разложений (алгоритмов). Но мы остано-
вимся на разложениях по фиксированным системам. Отметим, что
обобщениями таких разложений являются введенные соответствен-
но в [3] и [4] разложения по последовательности систем и по после-
довательности подпространств.

1 Работа выполнена при поддержке гранта НШ МГУ «Современные про-
блемы фундаментальной математики и механики»
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В настоящее время известен целый ряд результатов о сходи-
мости орторекурсивных разложений по норме, заданной скалярным
произведением [5–8] (для функциональных систем это L2–норма).
В [5] рассматривалась сходимость и по другим Lp–нормам, а также
сходимость почти всюду для систем нормированных характеристи-
ческих функций промежутков. Авторами получены результаты о
сходимости почти всюду орторекурсивных разложений по произ-
вольным функциональным системам. Результаты формулируются
в терминах множителей Вейля аналогично случаю ортогональных
разложений [5, Гл. 9, § 1]. Была обнаружена существенная разница
результатов для орторекурсивных разложений, которые сходятся к
разлагаемой функции по норме, и для тех, которые не сходятся по
норме к разлагаемой функции

Таким образом, для орторекурсивных разложений, сходящихся
по норме к разлагаемой функции, множителем Вейля является по-
следовательность λn =

√
n. А для расходящихся орторекурсивных

разложений положительная числовая последовательность {λn}∞n=1

является множителем Вейля являются только при условии сходи-

мости ряда
∞∑
n=1

1
λn

.

В [6] и [12] изложены результаты о сходимости по норме и почти
всюду орторекурсивных разложений с ошибками при вычислении
коэффициентов, а в [13] о сходимости почти всюду орторекурсив-
ных разложений по системам сжатий и сдвигов.
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ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ЭКСТРЕМУМА
В ГЛАДКИХ ЗАДАЧАХ С РАВЕНСТВАМИ

И НЕРАВЕНСТВАМИ В КОНЕЧНОМЕРНЫХ
ПРОСТРАНСТВАХ

Э.М. Галеев (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова)
galeevem@mail.ru

Пусть fi : R
n → R, i = 0, 1, . . . ,m, — функции n переменных,

отображающие пространство Rn в R. Рассмотрим гладкую конеч-
номерную экстремальную задачу с ограничениями типа равенств и
неравенств:

f0(x) → extr;
fi(x) 6 0, i = 1, . . . ,m′,

fi(x) = 0, i = m′ + 1, . . . ,m.
(P )

Теорема. Пусть функции fi, i = 0, . . . ,m, дважды непрерывно
дифференцируемы в некоторой окрестности допустимой точки x̂,

для функции Лагранжа L(x) = f0(x) +
m∑
i=1

λifi(x) с вектором мно-

жителей Лагранжа λ = (1, λ1, . . . , λm) выполняются условия:

a) стационарности: Lx(x̂) = 0;

b) дополняющей нежесткости: λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m′;

c) неотрицательности: λi > 0, i = 1, . . . ,m′;

d) положительной определенности матрицы вторых производ-
ных функции Лагранжа на пространстве стационарных направле-
ний Π(x̂) := {h ∈ Rn | λi〈f ′

i(x̂), h〉 = 0, i = 1, . . . ,m′, 〈f ′
i(x̂), h〉 = 0,

i = m′ + 1, . . . ,m}:

〈Lxx(x̂)h, h〉 > 0 ∀ h ∈ Π, h 6= 0.

Тогда x̂ ∈ locminP — точка локального минимума.
Если условия c) и d) выполняются в виде:

c) λi 6 0, i = 1, . . . ,m′;

d) 〈Lxx(x̂, λ)h, h〉 < 0 ∀ h ∈ Π, h 6= 0,

то x̂ ∈ locmaxP — точка локального максимума.
Теорема позволяет конструктивно использовать достаточные

условия экстремума при исследовании критической точки.

c© Галеев Э.М., 2019
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О СПЕКТРАЛЬНЫХ СВОЙСТВАХ ОДНОГО КЛАССА
ВОЗМУЩЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ
Г.В. Гаркавенко (Воронеж, ВГПУ)

g.garkavenko@mail.ru

Рассматривается оператор A−B. Здесь самосопряженный опе-
ратор A : D(A) ⊂ H → H имеет спектр σ(A) = ∪∞

n=1σn, состоящий
из множеств σn = {λn}, где λn – полупростые собственные зна-
чения. Оператор B принадлежит пространству допустимых возму-
щений для оператора A, которое непрерывно вложено в линейное
нормированное пространство операторов подчиненных оператору
A. Допустимое пространство возмущений, которому B принадле-
жит, состоит из операторов X : D(A) ⊂ H → H для которых вы-
полняются условия: sup

m−k=n
||PmXPk|| =M(n) <∞,m, k ∈ N, n ∈ Z;

∑
n∈Z

M2(n) < ∞, где Pk, k ∈ N ортогональные проекторы Рисса по-

строенными по собственным множествам оператора A. В качестве

нормы берётся величина ||X ||∗ =
√∑
n∈Z

M2(n).

Теорема 1. Если спектр оператора A удовлетворяет условию
dist(λn, σn(A)\λn) → ∞ при n → ∞ и существует натуральное
числоm0 такое, что 4||αm0 ||l2 ||B||∗ < 1. Cпектр оператора A пред-
ставим в виде σ(A) = σ′

m0

⋃
(∪∞
n=1σn), где σ′

m0
= {λ1, ..., λm0}. То-

гда спектр оператора A − B представим в виде объединения вза-
имно непересекающихся множеств σ(A − B) = σ̃′

m0

⋃
(∪∞
n=1σ̃n),

обладающих свойством dist(σ̃′
m0
, σ′
m0

) 6 4||B||∗. Двусторонняя по-
следовательность αm : Z → R определяется равенством αm(n) =
max( max

i>m,16j6i−1
(|λi − λj |−1); max

j>m,16i6j−1
(|λi − λj |−1)), i − j = n.
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О СЛУЧАЙНЫХ ТОЧКАХ РАВНОВЕСИЯ1

Е.Н. Гетманова (Воронеж, ВГПУ)
ekaterina_getmanova@bk.ru

В данной работе представлена вероятностная версия теоремы о
точке равновесия для двух параметризованных многозначных отоб-
ражений, удовлетворяющих совместным условиям типа Каристи.

Теорема 1. Пусть X — сепарабельное банахово пространство;
(Y, d) полное сепарабельное метрическое пространство; Ω — ло-
кально компактное метрическое пространство с мерой Радона;
F : Ω × X → K(Y ) — каратеодориевское мультиотображение и
G : Ω × Y → Cv(X) — случайное l-мультиотображение. Пусть
ψ : Ω × Y → (−∞,+∞] — допустимая функция такая, что для
каждых ω ∈ Ω и x ∈ X найдется f ∈ F (ω, x) такое, что для
любого y ∈ Y удовлетворяющего

x ∈ G(ω, y)

выполнено
ψ(ω, y) + d(y, f) 6 ψ(ω, y).

Тогда существуют измеримые отображения x⋆ : Ω → X и y⋆ : Ω →
Y такие, что {

x⋆(ω) ∈ G(ω, y⋆(ω)),

y⋆(ω) ∈ F (ω, x⋆(ω))

для всех ω ∈ Ω.

Литература
1. Борисович Ю.Г. Введение в теорию многозначных отображе-
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СПЕКТРАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ
СО ЗНАКОПЕРЕМЕННОЙ ВЕСОВОЙ ФУНКЦИЕЙ

ДЛЯ ОБЫКНОВЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО
ОПЕРАТОРА ВТОРОГО ПОРЯДКА1

А.А. Гималтдинова (Уфа, УГНТУ)
aa-gimaltdinova@mail.ru

В работе изучаются задачи 1 – 2

X ′′ + µ2 · sgnx ·X = 0, x ∈ (−ℓ, 0) ∪ (0, h), ℓ, h > 0, µ2 ∈ C,

X(0 + 0) = X(0− 0), X ′(0 + 0) = X ′(0 − 0),

с граничными условиями первого рода X(−ℓ) = X(h) = 0 или вто-
рого рода X ′(−ℓ) = X ′(h) = 0 соответственно.

Собственные значения задачи 1 есть корни трансцендентного
уравнения tg(µh) = − th(µℓ), задачи 2 — уравнения tg(µh) = th(µℓ).
Получены асимптотические формулы для корней этих уравнений.

Найдена система собственных функций задачи 1.
Для задачи 2 показано, что в случае h 6= ℓ система корневых

функций состоит только из собственных функций, а в случае h = ℓ
кроме собственных функций есть одна присоединенная.

Изучен вопрос о полноте и базисности системы корневых функ-
ций обеих задач в пространстве L2(−ℓ, h).

Такие спектральные задачи для случая h = ℓ возникли в рабо-
тах [1, 2].
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ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ МАТРИЧНОГО МЕТОДА
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ В
МНОГОСЛОЙНОЙ СРЕДЕ ПРИ НАЛИЧИИ

ФАЗОВЫХ ПЕРЕХОДОВ1

Ю.А. Гладышев, В.В. Калманович (Калуга, Калужский
государственный университет им. К.Э. Циолковского)

v572264@yandex.ru

Рассмотрим процесс теплопроводности в многослойной неодно-
родной, возможно, искривленной оболочке, когда в одном из слоев
возможен фазовый переход. Предполагая процесс одномерным и
направленным по нормали к оболочке, направим ось x по этой нор-
мали. Пусть x1, . . . , xn+1 — координаты слоев, причем x1 и xn+1 –
координаты внешних поверхностей. Основная система уравнений,
которая определяет температуры T (i)(x) в i-ом слое (нумерация
слоев идет по левой координате слоя, номер слоя указан в верхнем
индексе в скобках) имеет вид [1]

a
(i)
2

d

dx

(
a
(i)
1

dT (i)

dx

)
− (m(i))2T (i) = 0, i = 1, n (1)

Здесь a
(i)
1 = λ(i), где λ(i) — коэффициент теплопроводности i-го

слоя, который в общем случае зависит от координаты ч и темпера-
туры T (i)(x).

На границах слоев приняты условия согласования типа идеаль-
ного контакта, состоящие в непрерывности температуры и теплово-
го потока. Далее предполагается, что для всех слоев коэффициенты
a
(i)
1 , a

(i)
2 не зависят от температуры, за исключением k -го слоя для

которого зависимость λ(k) от температуры нелинейна и определя-
ется как

a
(k)
1 = λ(k)(x) =

{
λ
(k)
1 xp, T < Tф,

λ
(k)
2 xp, T > Tф,

a
(k)
2 = x−p.

(2)

Здесь Tф — температура фазового перехода в k -ом слое. Показатель
степени p принимает следующие значения: для пластины p = 0,
для оболочки с осевой симметрией p = 1, для случая центральной
симметрии p = 2.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и правительства
Калужской области (проект № 18-41-400001).
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Основным методом построения решения системы является мат-
ричный метод, приведенный ранее в ряде статей [2]-[4]. Чтобы охва-
тить единым подходом и случай искривленных оболочек использо-
ван аппарат обобщенных степеней Берса [5].

Первоначально проведено решение для одного слоя при задан-
ных внешних температурах T1, T2 иm = 0. В этом случае задача мо-
делируется двухслойной системой со слоями двух разных фаз.Для
определения положения границы фаз xф получено простое условие

X1(x1, xф)

T1 − Tф

=
X2(x2, xф)

T2 − Tф

,

где T1 < Tф < T2 и x1 6 xф 6 x2. Получены и проанализированы
результаты для случаев плоской, осесимметричной и центрально
симметричной оболочки.

Перейдем к случаю многослойной системы. Основной вопрос
— произойдет ли фазовый переход в некотором слое, в котором
это связано со свойствами среды этого слоя. Предположим, что
это k -й слой. Как и в начальном примере заменим этот слой на
два слоя, определенных координатами xk, xф, xk+1.Проводя соот-
ветствующие расчеты матричным методом, найдем основное усло-
вие

k−1∑

i=1

Xi(xi, xi+1) +Xk1(xk, xф)

T1 − Tф

=

n∑

i=k+1

Xi(xi+1, xi) +Xk2(xф, xk+1)

T2 − Tф

Так как предполагается, что в левой части в сумме xi < xф, то
все слагаемые отрицательны, и при условии T1 < Tф левая часть
положительна.

Приведенный метод решения легко может быть перенесен на
граничные условия третьего типа, могут быть усложнены условия
согласования.

Литература
1. Кудинов В.А. Аналитические решения задач тепломассопере-

носа и термоупругости для многослойных конструкций / В.А. Ку-
динов, Э.М. Карташов, В.В. Калашников. — М. : Высшая школа,
2005. — 430 с.

2. Гладышев Ю.А. О возможности приложения аппарата Бер-
са к моделированию процессов тепломассопереноса, обусловленно-

106



го электронами в планарной многослойной среде / Ю.А. Глады-
шев, В.В. Калманович, М.А. Степович // Поверхность. Рентгенов-
ские, синхротронные и нейтронные исследования. — 2017. — № 10.
— С. 105–110.

3. Гладышев Ю.А. О возможности совместного применения
матричного метода и аппарата обобщенных степеней Берса для
математического моделирования процесса теплопереноса в объек-
тах, обладающих цилиндрической симметрией / Ю.А. Гладышев,
В.В. Калманович, Е.В. Серегина, М.А. Степович // Вопросы атом-
ной науки и техники. Серия: Ядерно-реакторные константы. —
2018. — Вып. 3. — C. 158–167.

4. Калманович В.В. О совместном применении матричного мето-
да и аппарата обобщенных степеней Берса для математического мо-
делирования процесссов тепломассопереноса в полупроводниковых
материалах электронной техники / В.В. Калманович, М.А. Степо-
вич // Проблемы разработки перспективных микро- и наноэлек-
тронных систем – 2018. Сборник трудов. — М. : ИППМ РАН, 2018.
— Вып. III. — С. 194–201.

5. Bers L. On a class of functions defined by partial differential
equations / L. Bers, A. Gelbart // Transactions of the American Mathe-
matical Society. — 1944. — Vol. 56. — P. 67–93.

6. Гладышев Ю.А. Метод обобщенных степеней Берса и его при-
ложение в математической физике / Ю.А. Гладышев. — Калуга :
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АСИМПТОТИКА САМОСИММЕТРИЧНОГО ЦИКЛА
БИЛОКАЛЬНОЙ МОДЕЛИ ХАТЧИНСОНА1

С. Д. Глызин, А. Ю. Колесов, Н. Х. Розов
(Ярославль, ЯрГУ; Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова)
glyzin.s@gmail.com, andkolesov@mail.ru, fpo.mgu@mail.ru

Рассматривается система

Ṅ1 = d(N2 −N1) + λ[1 −N1(t− 1)]N1,

Ṅ2 = d(N1 −N2) + λ[1 −N2(t− 1)]N2,
(1)

моделирующая динамику взаимодействия двух популяций, которые
обитают в однородных ареалах, связанных между собой. Здесь N1

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках
научного проекта № 18-29-10055.
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и N2 — плотности численности, λ > 0 — мальтузианский коэффи-
циент линейного роста, а параметр d > 0 характеризует связь меж-
ду ареалами. Система (1) допускает однородный цикл (N1, N2) =
(N∗(t, λ), N∗(t, λ)), где N∗(t, λ) — периодическое решение уравнения
Хатчинсона Ṅ = λ[1−N(t− 1)]N. Ранее для всех λ≫ 1 было уста-
новлено существование значения d = d∗(λ) такого, что однородный
цикл билокальной модели (1) экспоненциально орбитально устой-
чив (неустойчив) при d− d∗(λ) > 0(< 0). Более того, на основании
результатов численного анализа было высказано предположение,
что при достаточно больших λ система (1) при d > d∗(λ) имеет гло-
бально устойчивый однородный цикл, от которого при уменьшении
d и при прохождении его через значение d = d∗(λ) ответвляются
два устойчивых неоднородных цикла, переходящих друг в друга
при замене (N1, N2) → (N2, N1). При дальнейшем уменьшении d и
при прохождении его через некоторое критическое значение d∗∗(λ),
d∗∗(λ) < d∗(λ) упомянутые устойчивые циклы объединяются в один
самосимметричный цикл. Этот цикл остается устойчивым при всех
0 < d < d∗∗(λ). Кроме того, в силу симметрии он допускает пред-
ставление (N1, N2) = (N∗∗(t, λ), N∗∗(t − h(λ), λ)), где h = h(λ) —
некоторый фазовый сдвиг, и имеет период T = 2h. При этом функ-
ция N∗∗(t, λ), N∗∗(0, λ) ≡ 1 является 2h-периодическим решением
скалярного уравнения Ṅ = d(N(t− h)−N) + λ[1 −N(t− 1)]N.

В настоящей работе доказывается, что при условиях d = λe−aλ,
a > 1, λ ≫ 1 самосимметричный цикл билокальной модели (1)
существует и устойчив. Строится его асимптотика.

ЧИСЛЕННОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ
КВАЗИУСТОЙЧИВОСТИ АТТРАКТОРОВ

ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ1

В.Е. Горюнов (Ярославль, ЯрГУ)
salkar@ya.ru

Мы рассматриваем задачу численного определения квазиустой-
чивого поведения моделей динамических систем с запаздыванием,
а именно систем из нейродинамики [1]. Под квазиустойчивостью
аттрактора подразумевается асимптотическая близость части его
мультипликаторов к единичной окружности, при этом остальные

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-29-
10055).

c© Горюнов В.Е., 2019

108



мультипликаторы, за исключением единичных, по модулю меньше
единицы. В некоторых моделях с помощью асимптотических мето-
дов удается доказать существование такого феномена. Но в общем
случае для систем дифференциальных уравнений с запаздыванием
требуется инструмент численной оценки мультипликаторов, кото-
рый дают алгоритмы вычисления показателей Ляпунова. Теорема
Оселедеца [2], вообще говоря, не позволяет определять показатели
Ляпунова для таких систем, но с помощью специальных методов
[3] и их модификаций удается вычислять инвариантные характери-
стики, качественно близкие к искомым.
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М. : ИКИ РАН. — 2014. — С. 10–17.

О НЕПРЕРЫВНОЙ СПЕКТРАЛЬНОЙ ВЕТВИ ОДНОЙ
НЕЛИНЕЙНОЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

ШЕСТОГО ПОРЯДКА
М.Б. Давыдова, А.В. Елфимова,
М.А. Симонова (Воронеж, ВГУ)

alenaanoxina94@yandex.ru

В работе изучается нелинейная граничная задача

{
−
(
pu′′′xxµ

)′′′
xxµ

+ (ru′′xx)
′′
xµ − (gu′x)

′
µ +Q′

µu = λF (x, u, u′′′xxµ);

u(0) = u′x(0) = u′′xx(0) = u(ℓ) = u′x(ℓ) = u′′xx(ℓ) = 0.
(1)
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Решение (1) мы будем искать в классе E — дважды непрерыв-
но дифференцируемых функций u(x), у которых: u′′xx(x) — µ–аб-
солютно непрерывна на [0, ℓ]; pu′′′xxµ(x) — дважды непрерывно диф-

ференцируема;
(
pu′′′xxµ

)′′
xx

(x) — µ–абсолютно непрерывна на [0; ℓ]. В
точках ξ, принадлежащих множеству точек разрыва σ(x), уравне-
ние в (1) понимается как равенство −∆

(
pu′′′xxµ

)′′
xx

(ξ)−∆(ru′x)(ξ) +

∆ (gu′′xx)
′
x (ξ) + u(ξ)∆Q(ξ) = λF (ξ, u(ξ),∆u′′xx(ξ)), где ∆u(ξ) — пол-

ный скачок функции u(x) в точке ξ; λ > 0 — спектральный па-
раметр. Через Λ обозначим множество положительных значений λ,
при каждом из которых (1) имеет хотя бы одно решение. Будем счи-
тать действительное число λ собственным значением задачи (1), ес-
ли при этом λ система (1) имеет нетривиальное решение. Уравнение
в (1) задано почти всюду на множестве [0; ℓ]S [1]. Будем предпола-
гать, что функции p(x), r(x), g(x) и Q(x) µ-абсолютно непрерывны
на [0; ℓ]S(µ), min p(x) > 0, Q(x) не убывает, а F (x, u, v) удовлетво-
ряет условиям Каратеодори: 1) F (x, u, v) при почти всех x (отно-
сительно µ-меры) определена и непрерывна по u и v; 2) функция
F (x, u, v) измерима по x при каждых u и v; 3) |F (x, u, v)| 6 m(x),
где m(x) — µ-суммируемая функция на [0; ℓ]S . Будем говорить, что
однородное уравнение −

(
pu′′′xxµ

)′′′
xxµ

+(ru′′xx)
′′
xµ−(gu′x)

′
µ+Q

′
µu = 0 не

осциллирует на [0; ℓ], если любое его нетривиальное решение имеет
не более пяти нулей с учетом кратностей.

Получены достаточные условия существование нетривиальных
решений у (1).
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ РЕШЕНИЯ
СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ ЗАДАЧИ

ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ С
ИНТЕГРАЛЬНЫМ ВЫПУКЛЫМ КРИТЕРИЕМ

КАЧЕСТВА, ТЕРМИНАЛЬНАЯ ЧАСТЬ КОТОРОГО
ЗАВИСИТ ТОЛЬКО ОТ МЕДЛЕННЫХ

ПЕРЕМЕННЫХ И ГЛАДКИМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ
НА УПРАВЛЕНИЕ

А.Р. Данилин, А.А. Шабуров (Екатеринбург, ИММ УрО
РАН, Уральский федеральный университет)
dar@imm.uran.ru alexandershaburov@mail.ru

Рассматривается задача оптимального управления с интеграль-
ным выпуклым критерием качества для одной линейной систе-
мы с быстрыми и медленными переменными в классе кусочно–
непрерывных управлений с гладкими ограничениями на управле-
ние




ẋε = A11xε +A12yε +B1u, t ∈ [0, T ], ‖u‖ 6 1,
εẏε = A21xε +A22yε +B2u, xε(0) = x0, yε(0) = y0,

J(u) :=ϕ(xε(T )) +
T∫
0

‖u(t)‖2 dt→ min,

где x ∈ Rn, y ∈ Rm, u ∈ Rr; Aij , Bi, i, j = 1, 2 — постоянные матри-
цы соответствующей размерности, а ϕ(·) – непрерывно дифферен-
цируемая на Rn строго выпуклая и кофинитная функция в смысле
выпуклого анализа. В общем случае для такой задачи принцип мак-
симума Понтрягина является необходимым и достаточным услови-
ем оптимальности и существует единственный вектор lε, определя-
ющий оптимальное управление по формуле

uε(T − t) =
C∗
ε (t)lε

S (‖C∗
ε (t)lε‖)

,

где
C∗
ε (t)lε := eA0tB0 +A12A

−1
22 e

A22tB2 +O(ε), ε→ 0,

A0 = A11 −A12A
−1
22 A21, B0 = B1 −A12A

−1
22 B2,

S(ξ) :=

{
2, 0 6 ξ 6 2,

ξ, ξ > 2,
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Главной отличительной особенностью задачи от рассмотренных ра-
нее является наличие матрицы A21 в матрице системы A. Доказа-
но, что в случае конечного числа точек смены вида управления
можно построить асимптотику начального вектора сопряженного
состояния lε, который определяет вид оптимального управления.
Показано, что асимптотика имеет степенной характер.
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ДВУСТОРОННИЕ ОЦЕНКИ ТИПА ФЕЙЕРА1

В.И. Данченко, Д.Я. Данченко (Владимир, ВлГУ)
vdanch2012@yandex.ru

Для неотрицательного многочлена

Tn(t) = a0 +

n∑

µ=1

τµ(t), τµ(t) := aµ cosµt+ bµ sinµt, Tn 6≡ 0,

неравенства Фейера имеют вид
√
a2µ + b2µ 6 ω a0 < 2 a0, ω := 2 cos

π

s+ 1
, (1)

где µ = 1, 2, . . ., n = sµ− 1. Эти неравенства и их различные моди-
фикации хорошо известны по многим экстремальным задачам для
неотрицательных многочленов, см., например, работы С. Б. Стеч-
кина, В. В. Арестова, А. С. Белова. При µ = 1 (s > 2) оценки (1)
получены Фейером (1915). При µ > 1 оценки получены Эгервари
и Сассом (1928), С. Б. Гашков (2005) значительно упростил их до-
казательство. Очевидно, неравенства (1) равносильны неравенству
|τµ(t)| 6 a0ω. Однако точные оценки сумм нескольких гармоник τµj

с заданными номерами µ1 < . . . < µm неотрицательного многочле-
на имеют принципиально иной вид:

a0ω1 6

m∑

j=1

τµj
(t) 6 a0ω2,

где ω1 < 0 < ω2, причем −ω1 6= ω2. Для получения такого типа
оценок разработан алгоритм, опирающийся на методы работы [1].
Приведем примеры точных двусторонних оценок при n = 20.

−2.18588 . . .a0 6 τ1(t) + τ2(t) 6 3.90353 . . . a0

−2.46974 . . . a0 6 τ1(t) + τ2(t) + τ3(t) 6 5.74472 . . . a0

−2.72215 . . .a0 6 τ1(t) + τ2(t) + τ3(t) + τ4(t) 6 7.48354 . . . a0

Литература
1. Danchenko V.I. Extraction of pairs of harmonics from

trigonometric polynomials by phase-amplitude operators /

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки России (за-
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V.I. Danchenko, D.Ya. Danchenko // Journal of Mathematical
Sciences. — 2018. — Vol. 232, No. 3. — P. 322–337.

УТОЧНЕНИЕ НЕРАВЕНСТВА ФЕЙЕРА НА ОДНОМ
ПОДКЛАССЕ НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫХ

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ МНОГОЧЛЕНОВ1

В.И. Данченко, Д.Я. Данченко (Владимир, ВлГУ)
vdanch2012@yandex.ru

Классическое неравенство Фейера для неотрицательного много-
члена

Tn(t) = a0 +
n∑

µ=1

τµ(t), τµ(t) := aµ cosµt+ bµ sinµt, a0 > 0,

имеет вид

‖τ1‖ 6 αn := 2a0 cos
π

n+ 2
, ‖ · ‖ = ‖ · ‖L∞[−π,π]. (1)

Неравенство (1) точное: при каждом натуральном n существует
неотрицательный многочлен T ∗

n 6≡ 0, на котором достигается равен-
ство. Неравенство (1) хорошо известно по многим экстремальным
задачам для неотрицательных многочленов.

В работе [1] для неотрицательного многочлена Tn (a0 > 0) по-
лучено точное неравенство для двух гармоник:

τ1(t) + τn(t) 6 2a0 ∀t.

Опираясь на него, можно получить следующую оценку

‖τ1‖ 6 βn := (2a0 − ‖τn‖) cos−1 π

n
.

Легко проверить, что эта оценка точнее (1) при условии

a0 6
1

2

‖τn‖
1− cos πn · cos π

n+2

.

Неотрицательные многочлены, для которых это условие выполня-
ется, существуют, например, Tn(t) = 2+cos t+cosnt, n > 10. В этом
примере βn/αn < 0.9.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки России (за-
дание No 1.574.2016/1.4) и РФФИ (проект No 18-01-00744).
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О РЕГУЛЯРНЫХ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ
ПОЛИНОМАХ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

ОПЕРАТОРАХ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ1

Е.Е. Дикарев (Воронеж, ВГУ)
egor.dikarev@gmail.com

Проведённому исследованию существенно способствовало появ-
ление статьи Э. Мухамадиева, А. Н. Наимова, А. Х. Сатторова [1], в
которой были получены необходимые и достаточные условия обра-
тимости в пространстве непрерывных ограниченных функций диф-
ференциальных операторов, которые строились по определённому
классу полиномов. В данном исследовании изучаются спектраль-
ные свойства дифференциальных операторов с постоянными ко-
эффициентами, определённых на подпространствах непрерывных
ограниченных функций. Вводится класс регулярных на бесконеч-
ности полиномов, с помощью которых определяются рассматривае-
мые дифференциальные операторы. Так, полиномы, определяющие
эллиптические операторы [2], являются регулярными на бесконеч-
ности. Определение операторов и исследование их спектральных
свойств существенно опираются на спектральную теорию функций
и спектральную теорию банаховых модулей [3]. Получены необ-
ходимые и достаточные условия обратимости дифференциальных
операторов, построенных по регулярным на бесконечности полино-
мам, описан спектр таких операторов, а также свойства их ядер
и образов. Также приводятся условия компактности резольвенты
рассматриваемых дифференциальных операторов.

Литература
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1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-31-
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НЕРАВЕНСТВА ТИПА С.М. НИКОЛЬСКОГО ДЛЯ
НАИПРОСТЕЙШИХ ДРОБЕЙ
А.Е. Додонов (Владимир, ВлГУ)

art-dodonov@mail.ru

Наипростейшей дробью (н.д.) порядка n ∈ N от комплексного
переменного z называется рациональная функция вида

ρn(z) =

n∑

k=1

1

z − zk
, zk ∈ C.

Первое неравенство типа С.М. Никольского для н.д. было полу-
чено в 1994 году В.И. Данченко в [1]. Оно имеет вид

‖ρn‖L∞(R) 6 βp · ‖ρn‖qLp(R)
, βp :=

2p

sinq(π/p)
, p > 1, (1)

где p−1 + q−1 = 1. Используя тот же метод, что и в [1], но проводя
выкладки более тщательно, удалось уточнить неравенство (1):

‖ρn‖L∞(R) 6 21−qβp · ‖ρn‖qLp(R)
. (2)

Так, при p = 2 мажоранта в (2) в 2 раза меньше мажоранты в (1).
Отметим, что с помощью равномерной оценки (2) методами ра-

боты [2] (см. теорему 2 и замечание к ней) можно получить более
общее неравенство типа С.М. Никольского:

‖ρn‖qLp(R)
6 A(p, r)‖ρn‖sLr(R)

, 1 < r < p 6 ∞, r−1 + s−1 = 1.
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НЕОБХОДИМОЕ УСЛОВИЕ СХОДИМОСТИ РЯДОВ
НАИПРОСТЕЙШИХ ДРОБЕЙ В Lp(R)

А.Е. Додонов (Владимир, ВлГУ)
art-dodonov@mail.ru

Получено (см. также [1], [2]) необходимое условие сходимости в
Lp = Lp(R), 1 < p <∞, бесконечной наипростейшей дроби

∞∑

k=1

1

z − zk
, zk = xk + iyk, yk 6= 0. (1)

Теорема 1. Если при 1 < p < ∞ и ε > 0 бесконечная наипро-
стейшая дробь (1) сходится к некоторой функции ρ∞ с конечной
Lp-нормой, то

∞∑

k=1

1

|zk|1/q ln(1+ε)/q(|zk|+ 1)
<

A

ε1/q
,

где p−1 + q−1 = 1, A = A(p, ‖ρ∞‖Lp
).

При 2 6 p < 3 существенно усилить теорему 1 нельзя. Именно,
существует такая бесконечная наипростейшая дробь (1) с конечной
Lp-нормой, что

∞∑

k=1

1

|zk|1/q ln1/p−δ(|zk|+ 1)
= ∞, δ > 0.

Литература
1. Додонов А.Е. О сходимости рядов наипростейших дробей в

Lp(R) / А.Е. Додонов // Пробл. мат. ан. — 2015. — Т. 82. — С. 83–87.
2. Додонов А.Е. О сходимости рядов наипростейших дробей в

Lp(R) / А.Е. Додонов // Теория функций, ее приложения и смеж-
ные вопросы : материалы XII Международной Казанской летней
научной школы-конференции. — Казань : Казанское математиче-
ское общество, 2015. — C. 178–180.
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ИССЛЕДОВАНИЕ РАЗРЕШИМОСТИ МОДЕЛИ
ДВИЖЕНИЯ СЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ ФОЙГТА1

А.Н. Долгих (Воронеж, ВГУ)
alpine445@gmail.com

В ограниченной области Ω ⊂ Rn, n = 2, 3 с локально-
липшицевой границей ∂Ω на промежутке времени [0, T ], 0 < T <∞
рассматривается начально-краевая задача для модели движения
сжимаемой жидкости Фойгта:

ρ
∂v

∂t
+ ρ

n∑

i=1

vi
∂v

∂xi
− ν∆v − κ

∂∆v

∂t
−∇div v −∇div

∂v

∂t
+∇p = ρf ;

∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0; ρ|t=0 = ρ0, v|t=0 = v0, v|∂Ω×[0,T ] = 0. (1)

Реологическое соотношение для рассматриваемой модели дви-
жения жидкости Фойгта было получено экспериментальным путём
(см. [1]) при исследовании слабо концентрированных водных поли-
мерных растворов (полиэтиленоксида, полиакриламида и гуаровой
смолы). Основным результатом является следующая теорема:

Теорема 1. Пусть f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)
n), v0 ∈ W 1,2

0 (Ω)n, ρ0 ∈
L∞(Ω), 0 < m < ρ0 < M < ∞. Тогда существует слабое решение
v ∈ W = {u : u ∈ C([0, T ],W 1,2

0 (Ω)n), u′ ∈ L2(0, T ;W
1,2
0 (Ω)n)}, ρ ∈

E = {ψ : ψ ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)), ψ′ ∈ L2(0, T ;W
−2,2(Ω))} начально-

краевой задачи (1).
Доказательство проводится с использованием идей и методов

монографий [2,3], а также аппроксимационно-топологического под-
хода к исследованию задач гидродинамики.

Литература
1. Павловский В. А. К вопросу о теоретическом описании слабых

водных растворов полимеров / В. А. Павловский // ДАН СССР. –
1971. – Т. 200, вып. 4. – С. 809-812.

2. Plotnikov P. Compressible Navier-Stokes Equations. Theory and
Shape Optimization / P. Plotnikov, J. Sokolowski. – Springer: Birkhau-
ser Basel, 2012. – 464 p.

3. Feireisl E. Dynamics of Viscous Compressible Fluids / E. Feireisl.
— Oxford : Oxford University Press, 2003. — 212 p.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования
и науки РФ (проект 14.Z50.31.0037).
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ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ
МОДЕЛИ ОСКОЛКОВА-ПАВЛОВСКОГО1

А.Н. Долгих, А.С. Устюжанинова, М.В. Турбин
(Воронеж, ВГУ)
mrmike@mail.ru

Рассматривается задача оптимального управления движением
жидкости с обратной связью для модели Осколкова-Павловского:

∂v

∂t
− ν∆v +

n∑

i=1

vi
∂v

∂xi
− κ

∂∆v

∂t
− κ

n∑

k=1

vk
∂∆v

∂xk
+∇p = f ∈ Ψ(v),

div v = 0, v|t=0 = a, v|∂Ω×[0,T ] = 0. (1)

Определение 1. Пусть a ∈ V 2. Слабое реше-
ние задачи (1) — пара функций (v, f), v ∈ W ={
u : u ∈ L∞(0, T ;V 2), u′ ∈ L2(0, T ;V

1)
}
, f ∈ L2(0, T ;V

0), кото-
рая для всех ϕ ∈ V 1 и для почти всех t ∈ (0, T ) удовлетворяет
тождеству

∫

Ω

∂v

∂t
ϕdx+ ν

∫

Ω

∇v : ∇ϕdx−
n∑

i,j=1

∫

Ω

vivj
∂ϕj
∂xi

dx+

+κ

∫

Ω

∇
(
∂v

∂t

)
: ∇ϕdx + κ

n∑

i,j=1

∫

Ω

vi∆vj
∂ϕj
∂xi

dx =

∫

Ω

fϕdx,

условию обратной связи f ∈ Ψ(v) и начальному условию v(0) = a.
Предполагается, что мультиотображение Ψ : W ⊸ L2(0, T ;V

0)
определено на W, имеет непустые, компактные, выпуклые значе-
ния; полунепрерывно сверху; компактно; глобально ограничено и
слабо замкнуто.

Обозначим через Σ ⊂ W × L2(0, T ;V
0) множество всех сла-

бых решений рассматриваемой задачи (1). Рассмотрим произволь-
ный ограниченный снизу, слабо замкнутый функционал качества
Φ : Σ → R. Основным результатом является следующая теорема:

Теорема 1. Пусть a ∈ V 2. Для любых определённых выше
Ψ и Φ задача оптимального управления движением жидкости

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования
и науки РФ (проект 14.Z50.31.0037).

c© Долгих А.Н., Устюжанинова А.С., Турбин М.В., 2019

119



с обратной связью для модели Осколкова-Павловского (1) име-
ет хотя бы одно слабое решение (v∗, f∗) такое, что Φ(v∗, f∗) =
inf

(v,f)∈Σ
Φ(v, f).

МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
ЗОНАЛЬНОГО ЭЛЕКТРОФОРЕЗА

С ПЕРЕОДИЧЕСКИМИ НАЧАЛЬНЫМИ ДАННЫМИ1

Т.Ф. Долгих (Ростов-на-Дону, ЮФУ)
dolgikh@sfedu.ru

Процесс переноса вещества под действием электрического поля
в бездиффузионном приближении, как правило, описывается систе-
мой квазилинейных гиперболических уравнений в частных произ-
водных первого порядка. В частности, такие уравнения описывают
зональный электрофорез — метод разделения смеси на индивиду-
альные компоненты. Оказалось, что при некоторых значениях па-
раметров переноса тип уравнений становится эллиптическим.

В данной работе рассматривается случай системы из двух урав-
нений, которая всегда приводится к инвариантам Римана. В на-
чальный момент времени известны концентрации отдельных ком-
понент. В гиперболическом случае решение задачи проводилось
с помощью метода конечных объемов и метода годографа, бази-
рующегося на наличии законов сохранения. Как оказалось, метод
годографа формально применим и в случае уравнений эллиптиче-
ского типа.

В качестве примера для задачи электрофореза рассмотрены
пространственно-периодические начальные данные, которые соот-
ветствуют возмущению постоянного решения. Результаты вычисле-
ний показывают, что с течением времени пространственно периоди-
ческое возмущение исчезает. Приведен сравнительный анализ по-
лученных результатов с ранее проведёнными исследованиями про-
цесса зонального электрофореза.

Литература
1. Жуков М. Ю. Метод годографа для решения гиперболиче-

ских и эллиптических квазилинейных уравнений / М. Ю. Жуков,

1 Работа выполнена при финансовой поддержке базовой части техническо-
го задания 1.5169.2017/8.9 Министерства образования и науки РФ, ЮФУ.
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Е. В. Ширяева, Т. Ф. Долгих. — Ростов н/Д : Изд. ЮФУ, 2015. —
126 c.

2. Жуков М. Ю. Математическое моделирование процесса седи-
ментации примеси в потоке жидкоссти / М. Ю. Жуков, Е. В. Ши-
ряева. — Ростов-на-Дону : Изд. ЮФУ, 2016. — 208 c.

ПЛОТНОСТЬ СУММ СДВИГОВ ОДНОЙ ФУНКЦИИ
В ПРОСТРАНСТВАХ ХАРДИ 1

Н.А. Дюжина (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова)
natasha17954@yandex.ru

Пусть 1 6 p < ∞. Функция F , аналитическая в полуплоскости
Π+ = {z ∈ C : Im z > 0}, принадлежит пространству Hp(Π+), если

‖F‖pHp(Π+) = sup
y>0

∫

R

|F (x+ iy)|pdx <∞.

Функции из пространства Hp(Π+) можно доопределить почти
всюду на R, причем ‖F‖Hp(Π+) = ‖F‖Lp(R).

Функция F , аналитическая в Π+, принадлежит простран-
ству AC0(Π+) с нормой ‖F‖AC0 = maxz∈Π+

|F (z)| = maxx∈R |F (x)|,
если F непрерывна в Π+, а также

lim
z→∞, z∈Π+

F (z) = 0.

Следующее утверждение отвечает на один из вопросов, постав-
ленных в работе [1].

Теорема. Существует функция f : Π+ → C, для которой сум-
мы действительных сдвигов

n∑

k=1

f(z − ak), ak ∈ R, n ∈ N,

плотны во всех пространствах Hp(Π+) при 2 6 p < ∞, а также
в пространстве AC0(Π+).

Литература
1. Borodin P.A. Convergence to zero of exponential sums with

positive integer coefficients and approximation by sums of shifts of a

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-
0333).
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single function on the line /P.A. Borodin, S.V. Konyagin // Analysis
Mathematica. — 2018. — 44:2. — P. 163–183.

ПРОБЛЕМЫ ПРЕПОДАВАНИЯ МАТЕМАТИКИ
В ШКОЛЕ В КОНТЕКСТЕ ОБРАЗОВАННОСТИ

СОВРЕМЕННОЙ МОЛОДЕЖИ
И.А. Елецких, Г.Г. Ельчанинова, Т.Е. Рыманова

(Елец, ЕГУ им. И.А. Бунина)
yeletskikh.irina@yandex.ru, eltchaninova-gg@mail.ru,

barkarelez@mail.ru

В настоящее время российское государство переживает непро-
стой период, связанный с изменением геополитической ситуации,
внутренними проблемами экономического и технологического ха-
рактера, морально-этическим состоянием российского общества.

Проблемы, с которыми столкнулась наша страна, заставля-
ют пересмотреть образовательную политику и разработать новую
стратегическую линию, которая сегодня становится составной ча-
стью национальной безопасности. В этой связи необходимо рассмот-
реть некоторые проблемные аспекты математического образования
и четко обозначить возможные риски.

Отметим, что исторически в российском национальном созна-
нии получение образования традиционно ассоциировалось с опре-
деленным уровнем образованности молодого человека. Обобще-
ние разных точек зрения позволяет охарактеризовать последнее не
только как результат обучения, но и как степень культурности че-
ловека, уровень усвоения им историко-культурного наследия пред-
шествующих поколений [1]. К сожалению, сегодня основные норма-
тивные документы, регламентирующие жизнь школы, не нацелива-
ют на повышение уровня образованности современной молодежи,
делают это заботой родителей. В данном контексте особая роль
принадлежит математике: в процессе ее изучения молодой человек
знакомится со значимыми для человечества научными открытия-
ми, незримо соприкасается с историей нашей цивилизации.

На фоне перечисленных выше проблем, сегодня особенно акту-
альным является вопрос о всеобщем качественном школьном мате-
матическом образовании.
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Литература
1. Саввина О.А. Признаки кризиса отечественной методики

преподавания математики / О.А. Саввина // Математика в шко-
ле. — 2017.— № 2. — С. 3–8.

ОГРАНИЧЕННОСТЬ НОРМ ОПЕРАТОРОВ КЛАССА
S2 НА ОСНОВЕ ОБОБЩЕННОГО ЯДРА ДЖЕКСОНА

Е.М. Ершова (Тверь, ТвГУ)
Ershova.EM@tversu.ru

Обобщенное ядро Джексона имеет вид

Kn(t) =

(
sin nt

2

sin t
2

)2l

, l = 1, 2, . . .

Рассмотрим оператор класса S2 на основе данного ядра, имею-
щий вид (см. [1])

L[2]
n (f, x) =

1

∆
[2]
n

π∫

−π

f(x+ t)

(
sin nt

2

sin t
2

)2l

(cos t− cosαn) dt, (1)

где 0 < αn < π и ∆
[2]
n =

π∫
−π

Kn(t)(cos t − cosαn) dt — нормирующий

множитель.
Лемма. Если lim

n→∞
n
√
1− cosαn = A√

2
, то lim

n→∞
nαn = A.

Теорема. Если существуют конечные пределы

lim
n→∞

nαn = A и lim
n→∞

n2l−3

∆
[2]
n

= B,

то норма оператора (1) ограничена.
В частности, при l = 4 и cosαn = 2n4−2n2−3

2(n4+n2+1) имеем:

lim
n→∞

n
√
1− cosαn =

√
2; lim

n→∞
n5

∆
[2]
n

=
315

394π
.

Таким образом, условия леммы и теоремы выполняются, и нор-
ма соотетствующего оператора ограничена.
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ВОССТАНОВЛЕНИЕ РАЗРЫВОВ ПОТЕНЦИАЛА
В ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ

ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ1

Л.С. Ефремова (Саратов, СГУ)
liubov.efremova@gmail.com

Пусть Λν = {λ(ν)n }, ν = 1, 2 — спектры краевых задач Lν:

−y′′ + q(x)y +

∫ x

0

M(x, t)y(t) dt = λy, y(0) = y(ν−1)(π) = 0, (1)

где вещественнозначная функция q(x) (потенциал) представима в
виде

q(x) = q1(x) +
∑

x<aj

hj ,

q1(x) ∈ C1[0, π], M(x, t) ∈ C1(T ), T = {(x, t) : 0 6 t 6 x 6 π}.
В работе [1] исследовалась обратная задача восстановления по-

тенциала q(x) по спектрам Λν , ν = 1, 2 при условии, что функция
M(x, t) известна априори. Известно, что важным этапом конструк-
тивного решения такой задачи является выбор "модельной"задачи
с "близким"к искомому потенциалом q̃(x), что делает актуальной
задачу предварительного нахождения параметров {aj , hj}Nj=1 раз-
рывов потенциала.

Определим последовательность {λn}∞n=0 следующим образом:

λ2n+1 := λ
(2)
n , n = 0, 1, . . . , λ2n := λ

(1)
n , n = 1, 2, . . . . Известно [1], что

существует lim
n→∞

(
λn − n2/4

)
=: A. Введем в рассмотрение функ-

цию:

pN (x) :=
2πi

N

2N∑

n=N+1

ncn exp(inx),

где cn := λn − n2/4−A.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 17-11-
01193).
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Теорема 1. При x 6= aj, j = 1, N ,
lim
N→∞

pN (x) = 0; lim
N→∞

pN (aj) = hj.

Литература
1. Курышова Ю.В. Обратная спектральная задача для инте-

гродифференциальных операторов / Ю.В. Курышова // Матем.
заметки. — 2007. — Т. 81, № 6. — С. 855—866.

ПСИХОДИДАКТИЧЕСКИЕ ЗАКОНОМЕРНОСТИ
ОБУЧЕНИЯ МАТЕМАТИКЕ В ВУЗЕ
Л.В. Жук (Елец, ЕГУ им. И.А. Бунина)

krasnikovalarisa@yandex.ru

Наметившаяся тенденция к трансформации системы оте-
чественного высшего образования выражается в переходе от
предметно-центрической модели подготовки выпускников, ориен-
тированной на овладение знаниями, умениями, навыками в рамках
заданной квалификационной характеристики, к сущностной моде-
ли, в основе которой лежат компетентностный подход и психоди-
дактические закономерности развития личности [1].

В сущностной модели обучения акцент смещается на формиро-
вание профессиональной компетентности — совокупности социаль-
но-значимых качеств выпускника вуза, позволяющих применять
знания в нестандартных ситуациях, выполнять широкий набор
функций в условиях реальной трудовой деятельности. Важнейши-
ми из этих качеств являются способности к поиску информации,
критическому анализу, осмыслению, пониманию содержания учеб-
ного материала, к самостоятельному и творческому мышлению.

Особую актуальность обращение к сущностной модели обуче-
ния приобретает в области высшего математического образования
ввиду того, что усвоение знаний здесь идет преимущественно через
диалектическое восхождение от абстрактного к конкретному. В свя-
зи с этим возрастает значение психолого-дидактического подхода к
конструированию процесса обучения математике в вузе.

Исследование направлено на решение проблемы реализации
концепции социокультурно-ориентированного обучения математи-
ке, в русле которой обеспечиваются важнейшие психодидактиче-
ские закономерности процесса обучения — понимание, усвоение
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и применение [2]. Представлены элементы технологии социокуль-
турного обучения геометрии будущих бакалавров педагогическо-
го образования, ориентированной на формирование мотивационно-
го, пространственного и логического компонентов социокультурной
коммуникации.

Понимание представлено как одна из функций мышления, со-
стоящая в раскрытии существенного в предметах и явлениях, осо-
знании связей и отношений, что обеспечивается передачей значения
или смысла математической информации посредством предметно-
символьных систем.

Усвоение предполагает овладение действиями по установлению
нового значения предмета в процессе объективации условий осу-
ществления этих действий в виде образца, плана. Необходимым
условием эффективности усвоения является полнота ориентировоч-
ной основы действия, подлежащего формированию.

Развитие способности применения содержательного материала
осуществляется посредством формирования и совершенствования
умений на репродуктивном, продуктивном и продуктивно-творче-
ском уровнях.

Содержащиеся в исследовании материалы могут быть внедрены
в практику работы вузовских преподавателей геометрии, а также
учителей профильных математических классов.

Литература
1. Земляков А.Н. Психодидактические аспекты углубленно-

го изучения математики в старших классах общеобразовательной
средней школы / А.Н. Земляков // Учебно-методическая газета
«Математика». «Первое сентября». — 2005. — № 6. — С. 17–21.

2. Подаева Н.Г. Обновление содержания школьного матема-
тического образования: социокультурный подход / Н.Г. Подаева,
М.В. Подаев. — СПб. : «Лань». — 2014. — 224 с.

ПЕРВАЯ НАЧАЛЬНО-ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С
СИНГУЛЯРНЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ

Н.В. Зайцева (Казань, КФУ)
n.v.zaiceva@yandex.ru

В прямоугольной области D = {(x, t)| 0 < x < l, 0 < t < T }
координатной плоскости Oxt, где l, T > 0 — заданные действитель-
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ные числа исследована начально-граничная задача: найти функ-
цию u(x, t), удовлетворяющую условиям:

utt − uxx −
k

x
ux = 0, k 6= 0, (x, t) ∈ D,

u(x, t) ∈ C(D) ∩ C2(D), xkux(x, t) ∈ C(D),

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 6 x 6 l,

u(l, t) = 0, 0 6 t 6 T,

u(0, t) = 0, 0 6 t 6 T, k < 1,

где ϕ(x), ψ(x) — заданные достаточно гладкие функции, удовле-
творяющие условиям ϕ(l) = ψ(l) = 0 и ϕ(0) = ψ(0) = 0 при k < 1.

Методом интегральных тождеств доказана
Теорема единственности решения. Если существует реше-

ние задачи, то оно единственно.
Решение построено в виде ряда Фурье–Бесселя. Методом спек-

трального анализа [1, 2] доказана теорема существования решения
поставленной задачи. Доказана

Теорема устойчивости. Для решения задачи справедли-
ва оценка ||u(x, t)|| 6 C(||ϕ(x)|| + ||ψ(x)||), где ||f(x)||2 =
l∫
0

ρ(x)|f(x)|2dx, ρ(x) = xk.

Литература
1. Zaitseva N.V. Keldysh type problem for B-hyperbolic equation

with integral boundary value condition of the first kind / N.V. Zaitseva
// Lobachevskii J. of Mathematics. — 2017. — V. 38, № 1. — P. 162–169.

2. Сабитов К.Б. Начальная задача для B-гиперболического
уравнения с интегральным условием второго рода / К.Б. Сабитов,
Н.В. Зайцева // Дифференц. уравнения. — 2018. — Т. 54, № 1. —
С. 123–135.
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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ В ЗАДАЧЕ О
ДВИЖЕНИИ ВЯЗКОУПРУГОГО ТЕЛА

Д.А. Закора (Симферополь, КФУ)
dmitry.zkr@gmail.com

Задача о малых движениях синхронно-изотропного вязкоупру-
гого тела, закрепленного на границе ограниченной области, мо-
жет быть записана в виде следующей задачи Коши для интегро-
дифференциального уравнения второго порядка в некотором гиль-
бертовом пространстве H:

d2u

dt2
= −α0Au+

m∑

l=1

t∫

0

e−bl(t−s)α−lAu(s) ds+ f(t),

u(0) = u0, u′(0) = u1.

Здесь A — самосопряженный положительно определенный опера-
тор, A−1 ∈ Sq(H) при некотором q > 0, α−l > 0 (l = 0,m), bl > 0
(l = 1,m), α0 −

∑m
l=1 α−lb

−1
l > 0, f(t) — заданная функция. Рас-

сматриваемая задача представляет собой некоторый частный слу-
чай задачи о движении вязкоупругого тела. Спектральный анализ
последней задачи проведен в [1].

По системе корневых элементов операторного пучка, ассоции-
рованного с приведенным интегро-дифференциальным уравнени-
ем, специальным образом построена система {ξ(p)k }p=1,m+2,k∈N

эле-

ментов в гильбертовом пространстве H := ⊕m+2
l=1 H. Доказано, что

построенная система образует p-базис пространства H при p > 2q.
С использованием построенного базиса найдено представление для
решения исходной задачи Коши.

Литература

1. Zakora D.A. Spectral analysis of a viscoelastic problem/
D.A. Zakora // Computational Mathematics and Mathematical Physics
— 2018. — Vol. 58, No. 11. — P. 1761–1774.
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O ВОЛНОВЫХ УРАВНЕНИЯХ С КРАЕВЫМИ
УСЛОВИЯМИ ТИПА SWEEPING ПРОЦЕССА1

М.Б. Зверева, М.И. Каменский (Воронеж, ВГУ)
margz@rambler.ru, mikhailkamenskii@mail.ru

В докладе предполагается рассмотреть несколько типов
начально-краевых задач для гиперболических уравнений с нели-
нейными условиями. Например, будет рассмотрена модель колеба-
ний системы струн, расположенной вдоль геометрического графа-
звезда с упругой опорой в узле. Мы предполагаем, что движение
струн на концах ограничено сосредоточенными втулками, которые
также могут двигаться в перпендикулярном к плоскости графа на-
правлении. Математическая модель такой задачи имеет вид





∂2ui
∂x2

=
∂2ui
∂t2

, 0 < x < l, 0 < t < T (i = 1, 2, ...n)

ui(x, 0) = ϕi(x),
∂ui
∂t

(x, 0) = 0,
n∑
i=1

∂ui
∂x

(0, t) = γu(0, t),

u(0, t) = u1(0, t) = u2(0, t) = ...un(0, t),
ui(l, t) ∈ Ci(t),

−∂ui
∂x

(l, t) ∈ NCi(t)(ui(l, t)).

(1)

Здесь множествоNCi(t)(ui(l, t)) — нормальный конус к Ci(t) в точке
ui(l, t). Движение втулок задается формулами Ci(t) = [−hi, hi] +
ξi(t).

Теорема. Предположим, что функции ξi(t) удовлетворяют
условию Липшица для всех t > 0, а функции ϕi(x) удовлетворя-
ют условию Липшица для всех x ∈ [0, l]. Тогда модель (1) являет-
ся корректной, то есть решение (1) существует, единственно и
непрерывно зависит от начальных данных.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования
и науки Российской Федерации в рамках проектной части государственного
задания (проект № 1.3464.2017/ ПЧ.), грантa РФФИ (проект № 17-51-52022
МНТ-а.)

c© Зверева М.Б., Каменский М.И., 2019

129



АЛЬФА-МОДЕЛЬ КЕЛЬВИНА-ФОЙГТА1

А.В. Звягин (Воронеж, ВГУ)
zvyagin.a@mail.ru

В ограниченной области Ω ⊂ Rn, n = 2, 3, рассматривается сле-
дующая начально–краевая задача (см. [1]–[3]):

∂v

∂t
+

n∑

i=1

ui
∂v

∂xi
− ν∆v − κ

∂∆v

∂t
− 2κDiv

(
vi
∂E(v)
∂xi

)
+∇p = f, (1)

div v(t, x) = 0, u = (I − α2∆)−1v, v|∂Ω = 0, v|t=0 = v0. (2)

Здесь, v = (v1(t, x), . . . , vn(t, x)) — скорость движения частицы жид-
кости, u — функция модифицированной скорости движения ча-
стицы жидкости, p = p(t, x) — функция давления, f = f(t, x) —
функция плотности внешних сил. Через E = (Eij(v)), Eij(v) =
1
2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
, i, j = 1, . . . , n, обозначается тензор скоростей де-

формации, κ > 0 – время ретардации (запаздывания), ν – вязкость
жидкости, α > 0 — скалярный параметр.

Введём пространство E1 = {v : v ∈ L∞(0, T ;V 1), v′ ∈ L2(0, T ;
V −1)}, в котором будет доказана разрешимость изучаемой задачи.

Теорема 1. Пусть f ∈ L2(0, T ;V
−1), a ∈ V 1. Тогда начально-

краевая задача (1) – (2) имеет хотя бы одно слабое решение v ∈ E1.

Литература
1. Звягин А.В. Слабая разрешимость термовязкоупругой моде-

ли Кельвина-Фойгта / А.В. Звягин // Известия ВУЗов. Математи-
ка. — 2018. — №. 3. — С. 91–95.

2. Звягин А.В. Задача оптимального управления с обратной
связью для математической модели движения слабо концентриро-
ванных водных полимерных растворов с объективной производной
/ А.В. Звягин // Сибирский математический журнал. — 2013. —
Т. 54., №. 4. — С. 807–825.

3. Zvyagin A.V. Solvability of the stationary mathematical model
of one non-Newtonian fluid motion with the objective derivative /
A.V. Zvyagin // Fixed point theory. — 2014. — V. 15., I. 2. — P. 623–
634.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента РФ
для государственной поддержки молодых российских ученых (грант МК-
2213.2018.1, соглашение 075-02-2018-339).
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ
ДЕСКРИПТОРНОГО УРАВНЕНИЯ В БАНАХОВОМ

ПРОСТРАНСТВЕ
С.П. Зубова, Е.В. Раецкая (Воронеж, ВГУ)

spzubova@mail.ru, raetskaya@inbox.ru

Решается задача

A
dx

dt
= Bx(t), x(0) = x0, (1)

где A — замкнутый линейный оператор: E1 → E2; E1, E2 — бана-
ховы пространства; domA = E1; B ∈ L(E1, E2); t ∈ [0, T ], T 6 ∞;
x0 ∈ E1.

Решение задачи (1) — это x(t) ∈ C1[[0, T ] → E1], удовлетворя-
ющее (1) ∀t ∈ [0, T ].

Оператор A необратим, уравнение (1) называется
дифференциально-алгебраическим, алгебро-дифференциальным,
дескрипторным.

Как правило, единственность решения задачи (1) связывают со
свойством регулярности операторного пучка A−λB (регулярности
пары (A,B)) (Крейн С.Г.,Федоров В.Е., Свиридюк Г.А., Боярин-
цев Ю.Е., Чистяков В.Ф., Щеглова А.А., Kunkel P., Mehrmann V.
и др).

Действительно, в случае конечномерного оператора A с квад-
ратной матрицей, в случае фредгольмова оператора A с нулевым
индексом æ (æ = dim Ker A − dim CokerA), с оператором A, име-
ющим число 0 нормальным собственным числом, решение задачи
(1) существует в некотором подпространстве и единственно в том
и только том случае, когда пара (A,B) регулярная [1].

Если же A — фредгольмов с ненулевым конечным индексом,
то операторный пучок A − λB необратим. Теперь решение задачи
(1) существует в некотором подпространстве и единственно тогда
и только тогда, когда Ker (A− λB) = {0}, ∀λ ∈ U̇(0) [2].

Здесь рассматривается оператор A с произвольным индексом.
НазовёмA фредгольмовым с произвольным индексом æ (A−Φæ,

æ 6 ∞), если E1, E2 разлагаются в прямые суммы подпространств:

E1 = CoimA+̇KerA, E2 = ImA+̇CokerA,
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где dim Ker A 6 ∞, dim Coker A 6 ∞ и сужение Ã на Coim A
обратимо.

Задача (1) решается методом каскадной декомпозиции [1,2], в
результате чего возникают операторы Ai, i = 1, 2, . . . . Предполага-
ется, что Ai − Φæ, æ 6 ∞.

Пусть ∃p ∈ N такое, что Ap — сюръекция. Сюръективность Ap
эквивалентна условию Ker (A − λB) = {0}, ∀λ ∈ U̇(0). Строится
некоторое подпространство M ∈ E1.

Теорема 1. В вышеназванных предположениях решение x(t)
задачи (1) существует в том и только том случае, когда x0 ∈M .
Оно единственно и принадлежит М.

Если ∀i ∈ N операторы Ai необратимы, (что эквивалентно тому,
что Ker (A − λB) 6= {0}, ∀λ ∈ U̇(0), то строится некоторое подпро-
странство M̃ .

Теорема 2. В случае Ker (A − λB) 6= {0}, ∀λ ∈ U̇(0) решение
задачи (1) существует в том и только том случае, когда x0 ∈ M̃ .
Оно принадлежит M̃ и неединственно.

В обоих случаях выводятся формулы для x(t).

Литература
1. Зубова С.П. Решение задачи Коши для двух

дифференциально-алгебраических уравнений с фредгольмовым
оператором / С.П. Зубова // Дифференциальные уравнения. —
2005. — Т. 41, № 10. — С. 1410–1412.

2. Зубова С.П. Решение однородной задачи Коши для уравне-
ния с нетеровым оператором при производной / С.П. Зубова //
Доклады АН. — 2009. — Т. 428, № 4. — С. 444–446.

О РЕШЕНИИ ОДНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ1

М.Ю. Игнатьев (Саратов, СГУ)
ignatievmu@info.sgu.ru

Пусть Λ — спектр краевой задачи L:

(Dα +DMJ2−α)y = λy, Dα−1y(0)−Dα−1y(1) = 0, (1)

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 17-11-
01193).
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где α ∈ (1, 2), D := d/dx, Dα, Jα — операторы дробного интегро-
дифференцирования Римана–Лиувилля, M — интегральный опе-
ратор вида:

Mf(x) =

∫ x

0

M(x− t, t)f(t) dt, M(η, ξ) = N(η)p(ξ), (2)

p,N ∈ C[0, 1], p(x) > 0 для всех x ∈ [0, 1].
В настоящей работе изучается обратная задача восстановления

функции N по спектру Λ при условии, что функция p известна
априори. Обозначим через Λ̃ спектр краевой задачи L̃ вида (1), но
с другим оператором M̃ вида (2). Справедлива следующая теорема
единственности.

Теорема 1. Если Λ̃ = Λ и p̃ = p, то Ñ = N . Иными словами,
задание спектра задачи (1), при априори известной функции p,
однозначно определяет функцию N .

Используя методы, развитые в работах [1], [2] можно также по-
лучить конструктивную процедуру решения рассматриваемой об-
ратной задачи.

Литература
1. Buterin S.A. On the Reconstruction of a Convolution

Perturbation of the Sturm–Liouville Operator from the Spectrum /
S.A. Buterin // Differential Equations. — 2010. — V. 50, no. 1. —
P. 150-–154.

2. Ignatiev M. On an inverse spectral problem for one integro-
differential operator of fractional order / M. Ignatiev // J. Inverse Ill-
Posed Probl. (2018). https://doi.org/10.1515/jiip-2017-0121.

О ДРОБНЫХ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЯХ ТИПА
СВЕРТКИ В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

М. Илолов (Душанбе, Таджикистан,
Академия наук Республики Таджикистан)

ilolov.mamadsho@gmail.com

В работе представлены основы теории дробных линейных
интегро-дифференциальных уравнений Вольтерра типа свертки в
банаховом пространстве. Установлено, что существование дробного
резольвентного оператора для таких уравнений равносильно кор-
ректности постановки начальной задачи для них. В рамках этого
подхода доказана теорема типа Хилле-Иосида.
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Начальная задача для интегро-дифференциальных уравнений
Вольтерра первого порядка подробно изучена в работах [1-3]. В ра-
ботах [4-6] при различных предположениях относительно A и B(t)
рассматривались уравнения дробного порядка.

Пусть X банахово пространство с нормой ‖ · ‖.
Рассматривается начальная задача

cDα
t U(t) = Au(t) +

∫ t

0

B(t− s)u(s)ds+ f(t), u(0) = U0, (1)

где cDα
t U(t) — дробная производная Капуто, 0 < α < 1, A

— замкнутый линейный оператор плотно определенный в X ,
{B(t)}t>0 семейство линейных замкнутых операторов таких, что
D(B(t)) ⊃ D(A) для всех t > 0, функции B(t)x сильно измеримые
для x ∈ D(A), и существует скалярная функция в L1

loc(R+) такая,
что

‖B(t)x‖ 6 b(t)(‖x‖ + ‖Ax‖)
для всех x ∈ D(A), и для почти всех t > 0, f ∈ C(R+, X) и u0 ∈ X.

Определение 1. Семейство линейных ограниченных операто-
ров {Sα(t)}t > 0, 0 < α < 1, называется дробным резольвентным
оператором для (1) если

(S1) Для всех x ∈ X,Sα(t)x ∈ C(R+, X), Sα(0) = I
(S2) Sα(t)D(A) ⊂ D(A) для всех t > 0 для x ∈ D(A), ASα(t)x

непрерывна и S(t)x непрерывно дифференцируема на R+

(S3) Для всех x ∈ D(A) и t > 0 выполняются дробные резоль-
вентные уравнения

cDα
t Sα(t)x = ASα(t)x +

∫ t

0

B(t− s)Sα(s)xds, (2)

cDα
t Sα(t)x = Sα(t)Ax +

∫ t

0

Sα(t− s)B(s)xds, (3)

(S4) Выполняется

∫ t+s

0

Sα(τ)xdτ

(t+ s− τ)α
−
∫ t

0

Sα(τ)xdτ

(t+ s− τ)α
−
∫ S

0

Sα(τ)xdτ

(t+ s− τ)α
=

= α

∫ t

0

∫ S

0

Sα(τ1)Sα(τ2)dτ1dτ2
(t+ s− τ1 − τ2)1+α

(4)

где интегралы определены в сильной операторной топологии.
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Установлены следующие результаты.
Теорема 1. Существует не более одного дробного резольвент-

ного оператора для (1).
Теорема 2. Пусть (1) допускает дробного резольвентного опе-

ратора Sα(t) и пусть u0 ∈ X и f ∈ C(J,X), где J = [0, a]. Тогда,
если u(t) является решением задачи (1) на J, то

u(t) = Sα(t)U0 +

∫ t

0

Sα(t− τ)f(s)ds (5)

для всех t ∈ J .
Решение u(t) интегрального уравнения (5) называется обобщен-

ным решением задачи (1).
Из теоремы 2 получим следующее утверждение.
Следствие 1. Пусть (1) допускает дробного резольвентного

оператора. Тогда, задача (1) корректно поставлена в обобщенном
смысле.

Возникает вопрос о том, для каких начальных значений u0 и
функций f обобщенное решение является решением задачи (1).

Имеет место
Теорема 3. Предположим что, Sα(t) дробный резольвентный

оператор задачи (1). Пусть u0 ∈ D(A) и A ∈ C(Y,X)
⋂
L2(J,X)

или f ∈ W 1,1(J,X).
Тогда решение u(t) уравнения (5) является решением задачи

(1).
Следующий результат содержит утверждение о существовании

дробного резольвентного оператора для (1) и корректности одно-
родного уравнения

cDα
t u(t) = Au(t) +

∫ t

0

B(t− s)u(s)ds (6)

в смысле С.Г. Крейна [7].
Теорема 4. Задача (1)допускает дробный резольвентный опе-

ратор Sα(t) тогда и только тогда,когда уравнение (6) корректно
поставлено.
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ОБ УСЛОВИЯХ ОБРАТИМОСТИ РАЗНОСТНЫХ
ОПЕРАТОРОВ

Л.Ю. Кабанцова (Воронеж, ВГУ)
dlju@yandex.ru

Пусть X – комплексное банахово пространство. Рассмотрим раз-
ностный оператор второго порядка D ∈ End lp вида

(Dx)(n) = x(n+ 2) +B1x(n+ 1) +B2x(n), n ∈ Z, x ∈ lp, (1)

действующий в банаховом пространстве lp = lp(Z,X ), p ∈ [1,∞],
двусторонних последовательностей векторов из комплексного про-
странства X суммируемых со степенью p ∈ [1,∞) и ограниченных
последовательностей, если p = ∞.

Всюду предполагается, что операторы B1, B2 ∈ EndX и для
спектра σ(H) пучка H (H : C → EndX , H(λ) = λ2I + λB1 + B2,
λ ∈ C) выполнено условие

σ(H) ∩ T 6= T, T = {λ ∈ C : |λ| = 1} (2)

В работе выводится обратимость разностных операторов второ-
го порядка (1) из более простых свойств: таких как равномерная
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инъективность, сюрьективность и фредгольмовость. Для диффе-
ренциальных операторов второго порядка аналогичное исследова-
ние было проведено в статье [1]. Основными результатами являются
следующие три теоремы:

Теорема 1. Если разностный оператор D : lp → lp, p ∈ [1,∞],
равномерно инъективный, то он обратим.

Теорема 2. Если разностный оператор D : lp → lp, p ∈ [1,∞],
сюрьективен, то он обратим.

Теорема 3. Если разностный оператор D : lp → lp, p ∈ [1,∞],
фредгольмов, то он обратим.

Замечание. Если не выполнено условие (2) на спектр σ(H) пуч-
ка H, то можно привести пример обратимого слева, но не обрати-
мого разностного оператора.
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СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ЛИНЕЙНЫХ
ОПЕРАТОРОВ С ЧАСТНЫМИ ИНТЕГРАЛАМИ И

ПЕРЕМЕННЫМИ ПРЕДЕЛАМИ ИНТЕГРИРОВАНИЯ
А.С. Калитвин (Липецк,

ЛГПУ им. П.П. Семенова-Тян-Шанского)
kalitvinas@mail.ru

В пространстве C(D) непрерывных на квадрате функций изу-
чаются следующие операторы с частными интегралами:

(Vix)(t, s)=
∫ t
a
l(t, s, τ)x(τ, s)dτ+

∫ s
a
m(t, s, σ)x(t, σ)dσ+ (Ax)(t, s),

(Ṽix)(t, s)=
∫ s
a
l(t, s, τ)x(τ, s)dτ+

∫ t
a
m(t, s, σ)x(t, σ)dσ+ (Ax)(t, s),

(Wix)(t, s)=
∫ t
a
l(t, s, τ)x(τ, s)dτ+

∫ t
a
m(t, s, σ)x(t, σ)dσ+ (Ax)(t, s),

(W̃ix)(t, s)=
∫ s
a l(t, s, τ)x(τ, s)dτ+

∫ s
a m(t, s, σ)x(t, σ)dσ+ (Ax)(t, s),

(i = 1, . . . , 6), где

(Ax)(t, s)=

∫ u

a

∫ v

a

n(t, s, τ, σ)x(τ, σ)dσdτ,
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(t, s) ∈ D = [a, b] × [a, b], l : G = D × [a, b] → R, m : G → R и
n : D×D → R — заданные функции из C(L1([a, b])) и из C(L1(D))
соответственно, интегралы понимаются в смысле Лебега, (u, v) =
(t, s) при i = 1, (u, v) = (t, t) при i = 2, (u, v) = (s, s) при i = 3,
(u, v) = (s, t) при i = 4, (u, v) = (t, b) при i = 5, (u, v) = (b, s) при
i = 6.

В докладе описываются спектр и существенные спектры в смыс-
ле Густавссона-Вайдмана, Като, Вольфа, Шехтера, Браудера, пре-
дельный и дефектный спектры [1,2] рассматриваемых в C(D)
операторов Vi, Ṽi,Wi, W̃i, устанавливается существенное различие
спектральных свойств операторов рассматриваемых классов. Пред-
ставляемые в докладе результаты показывают принципиальное от-
личие операторов Ṽi,Wi, W̃i от операторов Vi Вольтерра с частными
интегралами.
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О ФРЕДГОЛЬМОВОСТИ МАТРИЧНЫХ
ОПЕРАТОРОВ ТИПА РОМАНОВСКОГО

А.С. Калитвин, Н.И. Трусова (Липецк,
ЛГПУ им. П.П. Семенова-Тян-Шанского)
kalitvinas@mail.ru, trusova.nat@gmail.com

Через Lij ,Mij , L и M обозначим операторы, определяемые ра-
венствами

(Lijxj)(t, s) =

∫ b

a

lij(t, s, τ)xj(τ, s)dτ,

(Mijxj)(t, s) =

∫ b

a

mij(t, s, σ)xj(t, σ)dσ, i, j = 1, . . . , n,

L = (Lij)
n
i,j=1, M = (Mij)

n
i,j=1, где t, s, τ, σ ∈ [a, b], функции lij ,mij

измеримы по совокупности переменных, а интегралы понимаются
в смысле Лебега.
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Пусть D = [a, b]× [a, b], C(1)(D) - пространство непрерывно диф-
ференцируемых на D функций, C(1),n(D) - пространство вектор-
функций x(t, s)=(x1(t, s),. . . ,xn(t, s)), где xj ∈C(1)(D) (j=1,. . . , n).

Обозначим через Π оператор перестановки переменных у функ-
ции x(t, s), т.е. Π : x(t, s) → x(s, t).

Будем называть ограниченный линейный оператор A в бана-
ховом пространстве X обратимым (фредгольмовым) оператором,
если оператор I − A обратим (фредгольмов, т.е. имеет замкнутое
множество значений и нулевой индекс).

Теорема 1. Пусть lij ,mij (i, j = 1, . . . , n) — непрерывно диф-
ференцируемые функции. Тогда в C(1),n(D) фредгольмовость опе-
ратора (Lij +MijΠ)

n
i,j=1 равносильна фредгольмовости оператора

I − L.
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

БАРБАШИНА (ИДУБ) С ЧАСТНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ
ВТОРОГО ПОРЯДКА
В.А. Калитвин (Липецк,

ЛГПУ им. П.П. Семенова-Тян-Шанского)
kalitvin@mail.ru

В данной заметке рассматривается ИДУБ

∂2x(t, s)

∂t2
= l(t, s)

∂x(t, s)

∂t
+

∫ d

c

m(t, s, σ)
∂x(t, σ)

∂t
dσ+

+c(t, s)x(t, s) +

∫ d

c

n(t, s, σ)x(t, σ)dσ + f(t, s) (1)

с начальными условиями: x(a, s) = ϕ(s), x′t(a, s) = ψ(s).
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Предполагается, что t ∈ J, где J = [a, b] или J = [a,+∞),
s ∈ [c, d], функции l, l′t,m,m

′
t, c, f, n, ϕ, ψ непрерывны, а решением

ИДУБ (1) с заданными начальными условиями считается непре-
рывная на J × [c, d] вместе с x′′tt(t, s) функция x(t, s), удовлетворя-
ющая ИДУБ (1) и начальным условиям.

Данная задача для ИДУБ (1) эквивалентна уравнению

x(t, s)=

∫ t

a

p(t, s, τ)x(τ, s)dτ+

∫ t

a

∫ d

c

q(t, s, τ, σ)x(τ, σ)dτdσ+r(t, s),

(2)
если под решением уравнения (2) понимается непрерывная вместе
с x′t(t, s) функция x(t, s).

ИДУБ (1) назовем устойчивым (асимптотически устойчивым),
если для любого ε > 0 существует такое δ > 0, что из неравенства
‖f‖ 6 δ следует неравенство ‖x‖ 6 ǫ (и, кроме того, из условия
f(t, s) → 0 при t→ ∞ следует условие x(t, s) → 0 при t→ ∞).

С использованием резольвенты уравнения (2) [1], приводятся
условия устойчивости и асимптотической устойчивости ИДУБ (1).
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ПРИМЕНЕНИЯ
МАТРИЧНОГО МЕТОДА И МЕТОДА КОНЕЧНЫХ

РАЗНОСТЕЙ ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ НЕОСНОВНЫХ НОСИТЕЛЕЙ

ЗАРЯДА В МНОГОСЛОЙНОЙ ПЛАНАРНОЙ
СТРУКТУРЕ1

В.В. Калманович∗, Е.В. Серегина∗∗, М.А. Степович∗∗∗

(∗, ∗∗∗Калуга, КГУ им. К.Э. Циолковского,
∗∗ Москва–Калуга, МГТУ им. Н.Э. Баумана, Калужский филиал)

evfs@yandex.ru, v572264@yandex.ru, m.stepovich@rambler.ru

Рассмотрены два различных подхода, позволяющие проводить
количественные расчёты в многослойных объектах. Для моделиро-
вания процесса теплопереноса в объектах, обладающих сдвиговой,

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований и правительства Калужской области (проект № 18–
41–400001).
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цилиндрической или сферической симметрией, использован мат-
ричный метод, сводящийся к последовательному умножению функ-
циональных матриц, компоненты которых в каждой точке опре-
деляются физическими и геометрическими параметрами текуще-
го слоя. Общность использования метода достигается применением
аппарата обобщенных степеней Берса [1, 2]. Полученные результа-
ты [3–5] показали, что такой подход может позволить сравнительно
несложно проводить расчёты в случае объектов, обладающих пла-
нарной или цилиндрической симметрией, в т.ч. и при наличии за-
висимостей параметров материалов от координат. Возможности ис-
пользования такого подхода для аналитического построения реше-
ний для неоднородного стационарного уравнения задачи тепломас-
сопереноса рассмотрены нами для решения первой краевой задачи
и задачи третьего типа. Также рассматривается возможность ис-
пользования такого подхода для численного моделирования за счет
искусственного разбиения материала на большое число слоев. Про-
ведено сравнения результатов расчётов с использованием матрич-
ных методов с результатами расчётов методом конечных разностей.
Модельные расчёты выполнены для параметров многослойных объ-
ектов, характерных для материалов полупроводниковой микро– и
наноэлектроники.

Литература
1. Bers L. On a class of functions defined by partial differential

equations / L. Bers, A. Gelbart // Transactions of the American Mathe-
matical Society. — 1944. — Vol. 56. — P. 67–93.

2. Гладышев Ю.А. Метод обобщенных степеней Берса и его при-
ложение в математической физике / Ю.А. Гладышев. — Калуга :
КГУ им. К.Э. Циолковского, 2011. — 204 с.

3. Гладышев Ю.А. О возможности приложения аппарата Бер-
са к моделированию процессов тепломассопереноса, обусловленно-
го электронами в планарной многослойной среде /Ю.А. Гладышев,
В.В. Калманович, М.А. Степович // Поверхность. Рентгеновские,
синхротронные и нейтронные исследования. — 2017. — № 10. —
С. 105–110.

4. Гладышев Ю.А. О возможности совместного применения
матричного метода и аппарата обобщенных степеней Берса для
математического моделирования процесса теплопереноса в объек-
тах, обладающих цилиндрической симметрией / Ю.А. Гладышев,
В.В. Калманович, Е.В. Серегина, М.А. Степович // Вопросы атом-
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ной науки и техники. Серия : Ядерно-реакторные константы. —
2018. — Вып. 3. — C. 158–167.

5. Калманович В.В. О совместном применении матричного мето-
да и аппарата обобщённых степеней Берса для математического мо-
делирования процессов тепломассопереноса в полупроводниковых
материалах электронной техники / В.В. Калманович, М.А. Степо-
вич.// Проблемы разработки перспективных микро– и наноэлек-
тронных систем–2018 : сборник трудов / под общ. ред. академика
РАН А.Л. Стемпковского. — М. : ИППМ РАН, 2018. — Вып. III. —
С. 194–201.

О ГРАНИЧНЫХ И НАЧАЛЬНЫХ ЗНАЧЕНИЯХ
РЕШЕНИЙ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ,
ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ НА ГРАНИЦЕ ОБЛАСТИ

Т.В. Капицына (Москва, НИУ «МЭИ»)
KapitsynaTV@mpei.ru

Пусть QT — цилиндр Q(0, T ), где Q — ограниченная область
n-мерного пространства Rn, n > 2, граница которой ∂Q — (n− 1)-
мерная замкнутая поверхность без края класса C1+λ, 0 < λ < 1.

Рассмотрим в области QT линейное уравнение

∂u

∂t
−

n∑

i,j=1

(aijuxi
)xj

+

n∑

i=1

aiuxi
+ au = f(x, t) (1)

с вещественными коэффициентами

aij = aji ∈ C1(Q̄T ), i, j = 1, 2, . . . , n,

ai ∈ C(Q̄T ), f(x, t) ∈ L2(Q
T , r2),

где r — расстояние от точки x ∈ Q до границы ∂Q области Q.
Будем говорить, что функция u(x, t) ∈ W 1,0

2,loc(Q
T ) принимает

граничное значение

u
∣∣
∂Q×(0,T )

= ϕ, ϕ ∈ L2(∂Q× (0, T ))

в смысле L′
2, если для любой точки x0 ∈ ∂Q существует окрестность

B(x0) ∈ δ(x0), что для любого T ′ ∈ [T/2;T )

lim
δ→+0

T ′∫

δ

∫

B(x0)

|u(xδ,x0(x), t)− ϕ(x, t)|2dsdt = 0. (2)
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Будем также говорить, что принадлежащаяW 1,0
2,loc(Q

T ) функция
u(x, t) удовлетворяет начальному условию

u
∣∣
t=0

= u0(x),

где u0(x) ∈ L2(Q, r) в смысле L2 с весом r(x), если

lim
δ→+0

∫

Qδ

|u(x, δ)− u0(x)|2r(x)dx = 0. (3)

Теорема. Для того, чтобы обобщенное из W 1,0
2,loc(Q

T ) решение
уравнения (1) имело предел в среднем на границе ∂Q× (0, T ) и пре-
дел при t→ 0, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось одно
из двух условий:

1) sup
δ∈(0,δ0/2]



T ′∫

δ

∫

∂Qδ

u2dsdt+

∫

Qδ

u2(x, δ)r(x)dx


 6 C, где C не за-

висит от T ′;

2)
∫

Q

u2(x, T ′)r(x)dx +

T ′∫

δ

∫

Q

∞∑

i,j=1

aijuxi
uxj

r(x)dxdt 6 C, где C не

зависит от T ′.
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К ВОПРОСУ О ГОЛОМОРФНОЙ РЕГУЛЯРИЗАЦИИ
СИНГУЛЯРНЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ
В.И. Качалов (Москва, НИУ «МЭИ»)

vikachalov@rambler.ru

Одним из направлений развития метода регуляризации С.А. Ло-
мова [1] является подход, связанный с голоморфной регуляриза-
цией сингулярных возмущений и позволяющий получать решения
сингулярно возмущенных начальных и краевых задач в виде схо-
дящихся в обычном смысле рядов по степеням малого параметра
[2, 4]. При этом весьма важным является вопрос о продолжаемо-
сти таких решений, чтобы соответствующие утверждения носили
глобальный характер.

Пусть Ψ(η) — целая функция, а функция ϕ(t) является аналити-
ческой на отрезке [0, T ], причем ϕ(0) = 0 и ϕ′(t) < 0 ∀t ∈ [0, T ]. Да-
дим определение введенному С.А. Ломовым понятия существенно
особого многообразия [2], предполагая вещественнозначность всех
функций, участвующих в построениях.

Определение 1. Множество

M
ϕ
Ψ =

{
q : q = Ψ

(
ϕ(t)

ε

)
, t ∈ [0, T ], ε ∈ (0, ε0)

}

называется существенно особыммногообразием, порождаемымфун-
кциями Ψ и ϕ в точке ε = 0.

Рассмотрим на отрезке [0, T ] тихоновскую систему с одной мед-
ленной и одной быстрой переменной [3]

{
y = f(t, y, w),
εw′ = g(t, y, w),

(1)

с краевыми условиями y(0, ε) = y(T, ε) = 0.
Условие (α): функции f(t, y, w) и g(t, y, w) аналитичны на за-

мкнутой ограниченной области Ωtyw, причем g(t, y, w) 6= 0 для
∀(t, y, w) ∈ Ωtyw и обращается в ноль на поверхности Λ, ограничи-
вающей эту область.

Далее, пусть начальная задача y′ = f(t, y, ŵ(t, y)), y(0) = 0, где
ŵ(t, y) — корень уравнения g(t, y, w) = 0, имеет решение y(t), ана-
литическое на всем отрезке [0, T ]. Назовем это условием (β).
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Определение 2. Решение (y(t, ε), w(t, ε)) задачи (1) называет-
ся псевдоголоморфным в точке ε = 0 на отрезке [0, T ], если су-
ществуют функции Y (t, η, ε) и W (t, η, ε), аналитические по третьей
переменной в точке ε = 0, при каждом t ∈ [0, T ] и каждом η из
некоторого неограниченного множества N, такие, что ∀t ∈ [0, T ]

{
y(t, ε) = Y (t, ϕ(t)/ε, ε),
w(t, ε) =W (t, ϕ(t)/ε, ε)

для некоторой аналитической на отрезке [0, T ] функции ϕ(t).

Теорема. Пусть функции Ψ(η) и ϕ(t) таковы, что существен-
но особое многообразие M

ϕ
Ψ = (a0,Ψ(0)], где a0 — асимптотическое

значение целой функции Ψ(η). Тогда, если выполнены условия (α),
(β) и уравнение

ϕ′(t)

w∫

w̃0

dw1

g(t, y(t), w1)
=
ϕ(t)

ε

имеет решение вида w = W0(t,Ψ(ϕ(t)/ε), w̃0), такое, что функ-
ция W0(t, q, w̃0) является ограниченной и аналитической в обла-
сти [0, T ]×M

ϕ
Ψ, при каждом w̃0 из некоторого отрезка, то краевая

задача (1) имеет псевдоголоморфное в точке ε = 0 решение.
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ИССЛЕДОВАНИЕ РАСПРОСТРАНЕНИЯ
МНОГОФАЗНЫХ ЗАТОПЛЕННЫХ СТРУЙНЫХ

ТЕЧЕНИЙ1

С.Р. Кильдибаева (Стерлитамак, СФ БашГУ)
freya.13@mail.ru

Исследование течения многофазных затопленных струй связа-
но с техногенными авариями, возникающими при глубоководной
разработке нефтяных залежей. Примером такой аварии является
разлив нефти на платформе Deepwater Horizon в Мексиканском за-
ливе в 2010 году. За 152 дня в залив попало более 5 миллионов
баррелей нефти. Этот случай доказал, что технологии, доступные
на сегодняшний день не позволяют быстро и качественно устра-
нить утечку. В связи с этим увеличивается интерес исследователей
к моделированию устройств для сбора углеводородов при их разли-
ве. Один из способов ликвидации утечки - установка устройства в
форме купола, который крепится над местом разлива и позволяет
осуществлять сбор углеводородов, поступающих из поврежденной
скважины [1].

Для прогнозирования поведения углеводородов, поступающих
из скважины, и успешной установки купола, необходимо исследо-
вание затопленных струй с учетом анализа изменения траектории,
температуры, скорости, концентрации веществ, входящих в состав
струи. Для моделирования течения струи используется интеграль-
ный Лагранжевый метод контрольного объема [2]. В данной работе
рассмотренная ранее модель дополнена соотношениями, учитыва-
ющими соленость окружающей воды, а также гидратообразование,
расширение и диссоциацию газовых пузырьков
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1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-31-
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ЗАДАЧА С ИНТЕГРАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ
ВТОРОГО РОДА ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО

УРАВНЕНИЯ
В.А. Киричек (Самара, Самарский университет)

vitalya29@gmail.com

В докладе будут представлены некоторые результаты исследо-
вания нелокальной задачи с интегральными условиями для гипер-
болического уравнения

utt − (a(x, t)ux)x + cu = f. (1)

Задача заключается в следующем: найти в области QT решение
уравнения (1), удовлетворяющее начальным данным

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x) (2)

и интегральным условиям

u(0, t) +

l∫

0

K1(x)udx = 0, u(l, t) +

l∫

0

K2(x)udx = 0. (3)

К настоящему времени имеется значительное число работ, посвя-
щенных исследованию нелокальных задач с интегральными усло-
виями для гиперболических уравнений. Учитывая полученные в
них результаты, можно утверждать, что выбор метода обоснова-
ния разрешимости нелокальной задачи зависит от вида интеграль-
ных условий [1]. В нашем случае нелокальные условия являются
интегральными условиями второго рода. Так как внеинтегральные
слагаемые, входящие в эти условия, представляют собой след ре-
шения, то эффективным в этом случае является метод сведения
нелокальной задачи к классической начально-краевой задаче для
нагруженного уравнения [2]. Реализация этого метода для одно-
мерного уравнения имеет свои особенности, о чем и планируется
рассказать в докладе.
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2. Кожанов А.И. О разрешимости краевых задач с нелокальным
граничным условием интегрального вида для многомерных гипер-
болических уравнений / А.И. Кожанов, Л.С. Пулькина // Диффе-
ренц. уравнения — 2006. — Т. 42, вып. 9. — С. 1166–1179.

ДВОЙСТВЕННОСТЬ И НЕРАВЕНСТВО
МИНКОВСКОГО В ПРОСТРАНСТВАХ
С НЕСИММЕТРИЧНОЙ НОРМОЙ1

А.И. Козко (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова)
prozerpi@yahoo.co.uk

Несимметричные нормы изучались в работах Е.П. Должен-
ко, Е.А. Севастьянова [1], А.И. Козко [2-4], А.-Р.К. Рамазанова,
Б.М. Ибрагимовой [5], В.Ф. Бабенко и многих других. Ссылки на
литературу см. в работах [6-8]. В этих работах рассматривались
различные вопросы теории приближения в пространствах с несим-
метричной нормой и знакочувствительным весом. Одно из важней-
ших наблюдений состояло в том, что односторонние приближения
являются частным случаем несимметричных приближений со зна-
кочувствительными весами.

Определим, как обычно, норму функции f(x) в пространстве
Lp(T ) = Lp[−π;π], p ∈ [1; +∞] следующим образом:

‖f‖p = ‖f‖Lp(T ) =

(
1

2π

∫

T

|f(x)|p dx
) 1

p

.

Для p1, p2 ∈ [1; +∞] определим

‖f‖χE,p = ‖f+(·)χE(·)‖p1 + ‖f−(·)χE(·)‖p2 ,
где χE — характеристическая функция измеримого множества E,
f+(x) = max{f(x), 0}, f−(x) = max{−f(x), 0}.

Для измеримого множества E, p = (p1, p2) класс измеримых
по Лебегу на T функций f , для которых ‖f‖χE,p < +∞, обозначим
LχE ,p(T ). Таким образом, LχE ,p(T ) — пространство-конус (из вклю-
чения f ∈ LχE ,p(T ) вообще говоря не следует, что −f ∈ LχE ,p(T )).

В работе исследуются аналоги двойственности и неравенства
Минковского в пространствах с несимметричной нормой и со зна-
кочувствительным весом. В частности, для аналога двойственности
получен следующий результат:

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 16-01-
00295).
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Теорема 1. Пусть 1 6 p1, p2 6 +∞, p′1, p
′
2 сопряженные с p1,

p2 соответственно, т.е. 1
p′1
+ 1
p1

= 1, 1
p′2
+ 1
p2

= 1, p′ = (p′1, p
′
2), f ∈

LχE ,p, E ⊆ [−π;π] — измеримое множество. Тогда справедливо

En(f)χE ,p := inf
tn∈Tn

‖f − tn‖χE ,p =

= sup
g·χE⊥Tn, g∈LχE,p′

max
{
‖g+‖χE,p′

1
,‖g−‖χE,p′

2

}
61

1

2π

∫ π

−π
f(x)g(x)χE(x) dx.
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О РАВНОМЕРНОЙ СХОДИМОСТИ ДВОЙНЫХ
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ РЯДОВ С РЕДКО

МЕНЯЮЩИМИСЯ КОЭФФИЦИЕНТАМИ
В.С. Колесников (Иваново, ИГЭУ)

vskoles@mail.ru

Рассматриваются двойные ряды вида
∑∞

k=1

∑∞
l=1 akl sin kx sin ly,∑∞

k=1

∑∞
l=1 akl sin kx cos ly,

∑∞
k=1

∑∞
l=1 akl cos kx cos ly, с редко меня-

ющимися коэффициентами, то есть

akl = animj
для ni−1 < k 6 ni, mj−1 < l 6 mj , i = 1, 2, . . . ,

j = 1, 2, . . . , (1)

где последовательности натуральных чисел {ni} и {mj} лакунарны.
Теорема 1. Если последовательность {akl} удовлетворяет

условию (1), то ряд
∑∞

k=1

∑∞
l=1 akl sin kx sin ly равномерно сходит-

ся по Принсгейму тогда и только тогда, когда klakl → 0 при
k + l → ∞.

Теорема 2. Если последовательность {akl} удовлетворяет
условию (1) и ряд

∑∞
k=1

∑∞
l=1 akl sin kx равномерно сходится по

Принсгейму, то ряд
∑∞
k=1

∑∞
l=1 akl sin kx cos ly равномерно сходит-

ся по Принсгейму тогда и только тогда, когда klakl → 0 при
k + l → ∞.

Теорема 3. Если последовательность {akl} удовлетворяет
условию (1) и ряд

∑∞
k=1

∑∞
l=1 akl сходится по Принсгейму, то ряд∑∞

k=1

∑∞
l=1 akl cos kx cos ly равномерно сходится по Принсгейму

тогда и только тогда, когда klakl → 0 при k + l → ∞.
Одномерный случай тригонометрических рядов по синусам (и

по косинусам) с редко меняющимися коэффициентами рассмотрен
С.А.Теляковским в [1].

Литература
1. Теляковский С.А. О равномерной сходимости тригонометри-
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С. 613–620.
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НАХОЖДЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОЖИДАНИЯ
МУЛЬТИПЛИКАТИВНО ВОЗМУЩЕННОГО

СЛУЧАЙНЫМ ШУМОМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО
УРАВНЕНИЯ

М.А. Коновалова (Воронеж, ВГУ)
thereallmariya@gmail.com

Рассмотрим задачу Коши для мультипликативно возмущенного
дифференциального уравнения

dx

dt
= ε(t)Ax + f(t),

x(t0) = x0,

где ε(t, ω), f(t, ω) — случайные процессы, заданные гауссовым ха-
рактеристическим функционалом [1, стр. 30]:

ψ(u, v) = exp[i

∫

T

(a1(s)u(s) + 〈a2(s), v(s)〉)ds−

− 1

2

∫

T

∫

T

b11(s1, s2)u(s1)u(s2)ds1ds2−

−
∫

T

∫

T

〈b12(s1, s2)u(s1), v(s2)〉ds1ds2−

1

2

∫

T

∫

T

〈b22(s1, s2)v(s1), v(s2)〉ds1ds2],

x — искомая векторная функция со значениями в n–мерном про-
странстве, A — заданная матрица, x0 — случайный вектор, 〈〉
— знак скалярного произведения, a1, a2, b11 заданные скалярные
функции, b12 — заданная векторная функция, b22 — заданная мат-
ричная функция.
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Получена формула для нахождения математического ожидания
решения задачи

M(x(t)) = exp




t∫

t0

a1(s)Ads+
1

2

t∫

t0

t∫

t0

b11(s1, s2)A
2ds1ds2


M(x0)+

t∫

t0

exp[

t∫

s

a1(τ)Adτ +
1

2

t∫

s

t∫

s

b11(s1, s2)A
2ds1ds2](a2(s)+

t∫

s

Ab12(s1, s2)ds1)ds.

Здесь a1(t) = M(ε(t)), a2(t) = M(f(t)) — математическое ожида-
ние векторного случайного процесса f и b12(s1, s) = M(ε(s1f(s)) −
M(ε(s1))M(f(s)). Для скалярного уравнения результат получен ра-
нее Тихоновым В.И. [2].

Литература
1. Задорожний В.Г. Методы вариационного анализа / В.Г. За-

дорожний. — М.–Ижевск : НИЦ «Регулярная и стохастическая ди-
намика», 2006. — 316 с.
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О ВОССТАНОВЛЕНИИ ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО
ВЕКТОРА ПО ЛИНЕЙНЫМ ИЗМЕРЕНИЯМ
И ПОКРЫТИИ ПОДПРОСТРАНСТВАМИ1

С.В. Конягин (Москва, МИАН)
konyagin@mi.ras.ru

Всюду в докладе 1 6 l 6 m < d. Мы говорим, что вектор
x ∈ Rd является l-разреженным, если он имеет не более l нену-
левых координат. Пусть задана m× d матрица A. Рассматривается
задача восстановления l-разреженного вектора x ∈ Rd по вектору
y = Ax ∈ Rm. Эта задача является важной частью теории, называ-
емой в русскоязычной литературе теорией сжатых измерений

1 Работа выполнена при поддержке гранта Правительства Российской Фе-
дерации (проект № 14.W03.31.0031).
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(«Compressed Sensing» или «Compressive Sampling»), и имеет как
теоретический интерес, так и практические приложения. Легко ви-
деть, что l-разреженный вектор x ∈ Rd однозначно восстанавлива-
ется по вектору y = Ax ∈ Rm, если d > 2l и любая подматрица,
образованная 2l столбцами матрицы A, имеет ранг 2l.

Фукшанский, Ниделл и Судаков [1] рассматривают задачу вос-
становления разреженных целочисленных векторов. При этом ес-
тественно возникает вопрос о существовании целочисленной матри-
цы A, удовлетворяющей определенным ограничениям на коэффи-
циенты, такой, что любые s = 2l ее столбцов линейно независимы.
В [1] эта задача рассматривается при s = m. При этом матрица
должна удовлетворять условию |A| = k (или |A| 6 k), где k — нату-
ральное число, а |A| есть максимум абсолютных величин элементов
матрицы A.

Через Am,d мы обозначаем множество целочисленных m×d мат-
риц A таких, что любая m ×m подматрица A невырождена. В [1]
получен ряд результатов о том, при каких m, d, k существует мат-
рица A ∈ Am,d, |A| = k. Некоторые из этих результатов усилены в
[2]. Ниже представлен новый результат о существовании таких мат-
риц. Отметим, что в отличие от [1] и [2] в процессе доказательства
указывается способ явного построения искомой матрицы A.

Для k > 1 и m > 2 через p = p(k,m) мы обозначаем максималь-
ное простое число p, удовлетворяющее неравенству

p 6 max((k + 1)m/(m−1), 2k + 1).

Теорема 1. Пусть k ∈ N, m ∈ N и m < p(k,m). Тогда сущест-
вует матрица A ∈ Am,p такая, что |A| = k.

Отметим, что p(k,m) > k. Поэтому теорема 1 применима, ес-
ли m 6 k. Для фиксированного m и k → ∞ мы имеем p(k,m) ∼
km/(m−1) и из [2] следует, что максимальное d, для которого сущест-
вует матрица A ∈ Am,d, |A| = k, имеет порядок km/(m−1).

Опишем кратко построение искомой матрицы A ∈ Am,p. Через
ai,j , 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 p, мы будем обозначать элемент в пересече-
нии i-ой строки и j-ого столбца матрицы A. Возьмем ai,1 = k при
1 6 i 6 m. Для 1 6 i 6 m, 2 6 j 6 p положим

ai,j ≡ bjj
i−1(modp),

где целые числа b2, . . . , bp не делятся на p. Мы показываем, что A ∈
Am,p и при этом числа bj и ai,j можно выбрать так, что |ai,j | 6 k.
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Балко, Цибулко и Валтр [3] рассматривали следующую задачу.
Пусть 2 6 s 6 m и K — компактное тело в Rm. Как много нужно
линейных подпространств для того, чтобы покрыть ими K ∩ Zm?
В частности, в случае

K = {x ∈ R
m : ‖x‖∞ 6 k}, s = m,

для минимального числа M таких гиперподпространств они пока-
зали, что

km/(m−1)−o(1)
6M 6 Cmk

m/(m−1).

Из теоремы 1 вытекает следующее уточнение нижней оценки при
k > m:

M > p(k,m)/(m− 1) ≫ km/(m−1)/m.
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О МАЛЫХ ДВИЖЕНИЯХ ГИДРОСИСТЕМЫ
«ВЯЗКОУПРУГАЯ ЖИДКОСТЬ–БАРОТРОПНЫЙ

ГАЗ», ЗАПОЛНЯЮЩИХ НЕПОДВИЖНЫЙ СОСУД1

Н.Д. Копачевский (Симферополь, КФУ)
kopachevsky@list.ru

В работе изучается проблема малых движений гидросистемы,
состоящей из вязкоупругой жидкости обобщённой модели Олдрой-
та (см., например, [1], [2]) и баротропного газа, находящегося над
жидкостью. Жидкость и газ целиком заполняют неподвижный со-
суд и находятся в поле сил тяжести, так что граница раздела меж-
ду ними горизонтальна. В процессе малых колебаний гидросистемы

1 Работа выполнена при частичной поддержке гранта Российского научного
фонда (16-11-10125, выполняемого в Воронежском госуниверситете).
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учитывается действие гравитационного поля с постоянным ускоре-
нием, а также малого поля внешних сил, наложенных на него.

С помощью применения операторного подхода проблема при-
ведена к задаче Коши для дифференциально-операторного урав-
нения в некотором гильбертовом пространстве. На этой основе
доказана теорема о корректной разрешимости проблемы на про-
извольном конечном отрезке времени. В случае нормальных ко-
лебаний гидросистемы сформулирована спектральная задача для
оператор-функции, обобщающей как известный операторный пу-
чок С.Г. Крейна (вязкая жидкость в частично заполненном сосуде),
так и спектральную задачу о нормальных колебаниях вязкоупру-
гой жидкости, полностью заполняющей неподвижный сосуд (см.
[3]). Подробное исследование свойств решений спектральной зада-
чи планируется провести в другой работе.

Литература
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тем. наук. — 1989. — Т. 44, № 4.

3. Azizov T.Ya. Evolution and Spectral Problems Related
to Small Motions of Viscoelastic Fluid / T.Ya. Azizov,
N.D. Kopachevskii, L.D.Orlova // Proceedings of the St.-Petersburg
Math. Society.Vol.VI.AMS Translations(2) — 2000. — Vol.199. —
P. 1–24.

О МАЛЫХ ДВИЖЕНИЯХ ГИДРОСИСТЕМЫ ИЗ
ТРЁХ НЕСМЕШИВАЮЩИХСЯ ЖИДКОСТЕЙ,
ЗАПОЛНЯЮЩИХ НЕПОДВИЖНЫЙ СОСУД1

Н.Д. Копачевский, Е.В. Сёмкина (Симферополь, КФУ)
kopachevsky@list.ru

В этой работе изучается задача о малых движениях системы
из трёх тяжёлых несмешивающихся однородных жидкостей, пол-
ностью заполняющих неподвижный сосуд. При этом нижняя жид-
кость считается вязкоупругой и удовлетворяет обобщённой модели
Олдройта (см., например, [1]), а остальные две — идеальными. Слу-
чай, когда сосуд полностью заполнен системой из двух жидкостей,

1 Работа выполнена при частичной поддержке гранта Российского научного
фонда (16-11-10125, выполняемого в Воронежском госуниверситете).
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одна из которых является вязкоупругой, а другая — идеальной, рас-
смотрен в работе [2]. Вариант, когда неподвижный сосуд заполнен
системой из двух вязкоупругих жидкостей, изучен в [3], а случай
полного заполнения сосуда одной вязкоупругой жидкостью — в [4].

Методы, развитые в упомянутых работах авторов, посвящённых
исследованию проблем малых движений и нормальных колебаний
систем вязкоупругих и идеальных жидкостей, позволяют получить
результаты о разрешимости начально-краевой задачи для исследу-
емой проблемы.
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4. Azizov T.Ya. Evolution and Spectral Problems Related
to Small Motions of Viscoelastic Fluid / T.Ya. Azizov,
N.D. Kopachevskii, L.D.Orlova // Proceedings of the St.-Petersburg
Math. Society.Vol.VI.AMS Translations(2) — 2000. — Vol. 199. —
P. 1–24.

О ПЕРВОЙ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ
ПОЛУЛИНЕЙНОГО ПАРАБОЛИЧЕСКОГО

УРАВНЕНИЯ С УПРАВЛЯЕМЫМИ СТАРШИМИ
КОЭФФИЦИЕНТАМИ

М.С. Коржавина, В.И. Сумин (Нижний Новгород, ННГУ)
maryasha_f@mail.ru, v_sumin@mail.ru

В теории оптимального управления важную роль играют усло-
вия устойчивости (по возмущению управления) существования
глобальных решений (УСГР) управляемых краевых задач (см., на-
пример, [1] - [3]; история вопроса кратко описана в [3]). Условиям
УСГР первой начально-краевой задачи для полулинейных парабо-
лических уравнений при фиксированной главной части с управле-

c© Коржавина М.С., Сумин В.И., 2019

156



нием в правой части посвящены публикации [4], [1, гл.2, §5], [5],
[6], c управлением в начальном условии — [7]; случай управляемых
гладких старших коэффициентов рассматривался в [8], [9]. Ниже
такие условия формулируются в случае управляемых измеримых
старших коэффициентов.

Пусть: заданы числа T > 0, d1 > 0, d2 > 0 (d1 6 d2) и ограни-
ченная односвязная область Q ⊂ Rn (∂Q ∈ C2) ; элементы Q обо-
значаем x =

{
x1, . . . , xn

}
; Πσ ≡ Q × (0, σ) , σ ∈ (0, T ) ; Π ≡ ΠT ;

D — некоторое множество элементов пространства L∞(Π). Будем
использовать обозначения [10] функциональных пространств. Рас-
смотрим начально-краевую задачу

L[y] ≡ y′t −
n∑

i,j=1

(cij (x, t) y
′
xj)

′
xi +

n∑

j=1

(
bj (x, t) y

′

xj

)
=

= g ({x, t} , y (x, t)) , {x, t} ∈ Π; (1)

y (x, 0) = 0, x ∈ Q; y (x, t) = 0, x ∈ ∂Q, 0 6 t 6 T, (2)

где cij — управления, 1 6 i, j 6 n; коэффициенты bj, 1 6 j 6 n,
и функция g ({x, t} , y) : Π × R → R заданы. Предполагаем, что
коэффициенты bj , 1 6 j 6 n, принадлежат L∞(Π), а функции g и
g′y непрерывны по y, измеримы по {x, t} и ограничены на любом
ограниченном множестве. Множество D допустимых управлений
c ≡ {cij , 1 6 i, j 6 n} состоит из всех тех наборов, для каждого из
которых cij ∈ D, 1 6 i, j 6 n, и выполняется условие равномерной

параболичности: d1 |ξ|2 6
n∑

i,j=1

cij(x, t)ξ
iξj 6 d2 |ξ|2 , {x, t} ∈ Π,

ξ ∈ Rn. Чтобы определить понятие решения задачи (1)-(2), рас-
смотрим вспомогательную начально-краевую задачу для уравнения

L [y] = z (x, t) , {x, t} ∈ Π (3)

с условиями (2). Для любых y ∈ V 1,0
2 (Π), η ∈ W 1,1

2 (Π), z ∈ L∞(Π),
ξ ∈ [0, T ] положим: J [y(.), η(.), z(.), ξ] ≡

∫
Q

y(x, ξ)η(x, ξ)dx+

+

ξ∫

0

dt

∫

Q



−yη′t +

n∑

i,j=1

cijy
′
xjη′xi +

n∑

j=1

bjy
′
xjη − ηz



 dx.
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Следуя [10, гл.3], функцию y(.) из
◦
V

1,0

2 (Πσ), 0 < σ 6 T, назовем
решением задачи (2)-(3) на цилиндре Πσ, отвечающим управле-
нию c ∈ D, если она ограничена на Πσ и для почти каждого ξ ∈
[0, σ] удовлетворяет интегральному тождеству: J [y(.), η(.), z(.), ξ] =

0, η ∈
◦
W

1,1

2 (Πσ). Для любых c ∈ D и z ∈ L∞ (Π) , задача (2)-(3)

имеет единственное ограниченное обобщенное класса
o

V
1,0

2 (Π) ре-
шение на цилиндре Π [10, гл.3]. Оператор, ставящий в соответствие
функции z это решение при данном c, обозначим Ac :

y(x, t) = Ac[z](x, t), {x, t} ∈ Π, z ∈ L∞ (Π) . (4)

Из результатов [10, гл.3, теоремы 2.1, 4.2, 7.1, 8.1], [1, гл.2, §5] сле-
дует, что при любом c ∈ D оператор Ac — это линейный ограни-
ченный оператор в L∞ (Π); он квазинильпотентен. Этот оператор
вольтерров в том смысле, что для любого Πσ сужение A [z]|Πσ

не
зависит от значений z|Π\Πσ

(здесь используется многомерное обоб-
щение [1] известного определения А.Н. Тихонова функционального
оператора типа Вольтерра).

Решением задачи (1)-(2) на цилиндре Πσ, 0 < σ 6 T, отвеча-
ющим набору c ∈ D, назовем функцию y (·) , являющуюся при
данном c и z (x, t) ≡ g ({x, t} , y (x, t)) , {x, t} ∈ Πσ, ограниченным

обобщенным класса
o

V
1,0

2 (Πσ) решением задачи (2)-(3) на Πσ. На
любом Πσ, 0 < σ 6 T, набору c ∈ D не может отвечать более од-
ного такого решения. Пусть Ω — та часть D, каждому элементу c

которой отвечает единственное глобальное (то есть на Π) решение
yc (·) задачи (1)-(2).

Формула (4), которую можно назвать формулой обращения
главной части задачи (1)-(2), устанавливает взаимнооднозначное
соответствие между классом L∞ (Π) функций z(x, t), {x, t} ∈ Π, и
классом удовлетворяющих условиям (2) функций y(x, t), {x, t} ∈ Π,

пространства
o

V
1,0

2 (Π) . Поэтому задача (1)-(2) эквивалентна рас-
сматриваемому над L∞ (Π) вольтеррову функциональному уравне-
нию

z(x, t) = g ({x, t} , Ac[z](x, t)) , {x, t} ∈ Π, z ∈ L∞ (Π) . (5)

Для c ∈ D, c0 ∈ Ω положим r (c, c0) ≡ ‖Ac − Ac0‖L∞(Π)→L∞(Π).
Вольтеррова функциональная переформулировка (5) задачи (1)-(2)
позволяет методами [1]-[4] доказать следующую теорему УСГР.
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Теорема. Для любого c0 ∈ Ω существуют числа δ > 0 и C > 0
такие, что, если для некоторого c ∈ D выполняется неравенство
r (c, c0) < δ, то c ∈ Ω, при этом ‖yc − yc0‖V 1,0

2 (Π) 6 Cr (c, c0) .

Пусть теперь коэффициенты левой части (1) достаточно глад-
кие, например, cij , bj , (cij)′xi , 1 6 i, j 6 n, принадлежат простран-
ству Hα,α/2(Π) при некотором α ∈ (0, 1). Из результатов [1, гл.2,
§5], [4], [10, гл.4]) следует, что тогда оператор Ac интегральный:

Ac [z] (x, t) =

∫ t

0

dτ

∫

Q

Gc ({x, t} , {s, τ}) z (s, τ) ds, {x, t} ∈ Π,

где Gc — функция Грина задачи (2)-(3). Он является оператором
типа потенциала, так как функция Gc представима в виде

Gc ({x, t} , {s, τ}) = Γc ({x, t} , {s, τ})
(
(t− τ)

2
+ | x− s |2

)−n
2

,

{x, t} ∈ Π, {s, τ} ∈ Π, причем Γc ограничена по модулю величиной,
зависящей лишь от d1, d2, α и d3 ≡ max

{
‖bj‖C(Π) : 1 6 j 6 n

}
.
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СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОРОДНОГО
ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ // С ЗАКРЕПЛЕННЫМИ

КОНЦАМИ
В.В. Корнев, А.П. Хромов (Саратов, СГУ)
KornevVV@info.sgu.ru, KhromovAP@info.sgu.ru

Рассмотрим задачу:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0,∞), (1)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (2)

c© Корнев В.В., Хромов А.П., 2019
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u(x, 0) = ϕ(x) , u′t(x, 0) = 0, (3)

где q(x), ϕ(x) комплекснозначны, причем q(x) ∈ L[0, 1]. В [1] (см.
также [2]) представлен ряд, полученный путем многократного при-
менения процедуры ускорения сходимости рядов с использованием
рекомендаций А.Н. Крылова, применяемым к формальному реше-
нию по методу Фурье смешанной задачи (1)–(3). Опишем эту проце-
дуру. Пусть u(x, t) классическое решение задачи (1)–(3) с условием
∂2u(x,t)
∂t2 ∈ L[QT ] при любом T > 0, где QT = {x, t|x, t ∈ [0, 1]× [0, T ]}.

Тогда ϕ(x), ϕ′(x) абсолютно непрерывны и ϕ(0) = ϕ(1) = 0.
Возьмем ряд формального решения из [3] задачи (1)–(3) в случае
q(x) = 0. Сумма его есть a0(x, t) = 1

2 [ϕ̃(x − t) + ϕ̃(x + t)], где ϕ̃(x)
нечетное 2–периодическое продолжение ϕ(x) на всю ось, и она яв-
ляется классическим решением задачи (1)–(3) при q(x) = 0. Теперь
u1(x, t) = u(x, t)− a0(x, t) есть решение задачи:

∂2u1(x, t)

∂t2
=
∂2u1(x, t)

∂x2
− q(x)u1(x, t)− q(x)a0(x, t), (4)

u1(0, t) = u1(1, t) = 0, (5)

u1(x, 0) = u′1t(x, 0) = 0. (6)

Применив теперь процедуру ускорения сходимости формального
решения по методу Фурье к задаче (4)–(6) получим, что функция

a1(x, t) = −1

2

∫ t

0

dτ

∫ x+t−τ

x−t−τ
q(η)a0(η, τ)dη, (7)

где q(x) теперь четное 2–периодическое продолжение q(x) с [0, 1] на
всю ось, есть классическое решение задачи (4)–(6) при q(x) ≡ 0.
Функция u2(x, t) = u1(x, t)−a1(x, t) является решением задачи (4)–
(6) для u2(x, t) вместо u1(x, t) и a1(x, t) вместо a0(x, t). Продолжая
этот процесс до бесконечности, получаем, что un+1(x, t) = un(x, t)−
an(x, t) есть решение (4)–(6) для un+1(x, t) вместо u1(x, t) и an(x, t)
вместо a0(x, t). При этом an(x, t) выражается по формуле (7), где
вместо a0(η, τ) надо теперь брать an−1(η, τ). В итоге приходим к

ряду A(x, t) =
∞∑
0
an(x, t).

Замечание. Ряд A(x, t) получается из формулы (7). Он не
связан со смешанной задачей и его можно получить, исходя из
ϕ(x) ∈ L[0, 1]. В этом случае имеет место
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Лемма 1. Пусть T произвольное положительное число, m
наименьшее натуральное число, такое, что T 6 m. Тогда

‖an(x, t)‖C[QT ] 6M1

(
M2

2

)n−1
T n−1

(n− 1)!
(n = 1, 2, . . .),

где M1 = ‖a1(x, t)‖C[QT ], M2 = (2m+1)‖q‖1 (‖. ‖1 — норма в L[0, 1]).
Кроме того, M1 6 cT ‖ϕ‖1 и cT не зависит от ϕ(x) ∈ L[0, 1].

Тем самым ряд A(x, t) сходится абсолютно и равномерно в лю-
бой ограниченной области из (−∞,∞) × [0,∞) для любой ϕ(x) ∈
L[0, 1]. ✷

Теперь мы приспособим ряд A(x, t) к получению классического
решения задачи (1)–(3).

Лемма 2. При вышеприведенных условиях на ϕ(x) для класси-
ческого решения, an(x, t) при n > 1 непрерывна и непрерывно диф-
ференцируема по x и t ∈ (−∞,∞)× [0,∞), a′n,x(x, t) (a′n,t(x, t)) аб-
солютно непрерывны по x (по t), удовлетворяются условия (5),(6)
для an(x, t) вместо u1(x, t) и почти всюду по x, t ∈ (−∞,∞)×[0,∞)

∂2an(x, t)

∂t2
=
∂2an(x, t)

∂x2
− q(x)an−1(x, t), (8)

причем (8) имеет место при всех x, t, где конечны

d

dξ

∫ ξ

0

q(τ)dτ,
d

dξ

∫ ξ

0

|q(τ)|dτ,

при ξ = x, x+ t, x− t.
Лемма 3. При условиях леммы 2 функция A(x, t) непрерывна

и непрерывно дифференцируема по x, t ∈ (−∞,∞)× [0,∞), причем

∂A(x, t)

∂t
=
∂a0(x, t)

∂t
− 1

2
[

∫ x+t

x

q(ξ)A(ξ, x + t− ξ)dξ+

+

∫ x

x−t
q(ξ)A(ξ, ξ − x+ t)dξ], (9)

∂A(x, t)

∂x
=
∂a0(x, t)

∂x
− 1

2
[

∫ x+t

x

q(ξ)A(ξ, x + t− ξ)dξ−

−
∫ x

x−t
q(ξ)A(ξ, ξ − x+ t)dξ], (10)
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Лемма 4. При условиях леммы 2 и фиксированном x, ∂
∂tA(x, t)

абсолютно непрерывна по t, причем почти всюду по t

∂2A(x, t)

∂t2
= −1

2
[q(x + t)A(x+ t, 0) + q(x− t)A(x− t, 0)+

+

∫ x+t

x

q(η)A′
t(η, x+ t− η)dη +

∫ x

x−t
q(η)A′

t(η, η − x+ t)dη]. (11)

Аналогичный факт имеет место при фиксированном t для ∂
∂xA(x, t)

На основании леммы 2–4 получаем
Теорема 1. Классическое решение задачи (1)–(3) при условии

∂2u(x,t)
∂t2 ∈ L[QT ] при любом T > 0 существует, тогда и только

тогда, когда ϕ(x), ϕ′(x) абсолютно непрерывны и ϕ(0) = ϕ(1) = 0
и это решение определяется формулой u(x, t) = A(x, t). При этом
уравнение (1) выполняется при тех x и t, что и в леммах и еще,
когда конечны ϕ̃′′(ξ) при ξ = x+ t, x− t.

Этот результат усиливает аналогичный из [4]. Ряд A(x, t) яв-
ляется аналогом формулы Даламбера для классического решения
при q(x) = 0. Наконец, учитывая приведенное выше замечание, по-
лучаем

Теорема 2. Если ϕ(x) ∈ L[0, 1] и A(x, t) из замечания, u1h(x, t)
есть классическое решение задачи (1)–(3) с ϕh(x) вместо ϕ(x) и
lim
h→0

‖ϕh − ϕ‖1 = 0, то и

lim
h→0

‖u1h(x, t) −A(x, t)‖L[QT ] = 0,

т.е., A(x, t) при ϕ(x) ∈ L[0, 1] есть обобщенное решение задачи
(1)–(3).
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АСИМПТОТИКИ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

С ГОЛОМОРФНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ
В ОКРЕСТНОСТИ БЕСКОНЕЧНОСТИ

М.В. Коровина, В.Ю. Смирнов (Москва, МГУ; МАИ)
betelgeuser@yandex.ru, vl-smirnov@mail.ru

Работа посвящена построению асимптотик решений обыкновен-
ных дифференциальных уравнения с голоморфными коэффици-
ентами в окрестности бесконечности. А именно, рассматриваются
обыкновенные дифференциальные уравнения с голоморфными ко-
эффициентами

(
d

dx

)n
u (x) + an−1 (x)

(
d

dx

)n−1

u (x) + ...+

+ ai (x)

(
d

dx

)i
u (x) + ...+ a0 (x) u (x) = 0. (1)

Здесь коэффициенты ai (x) регулярны на бесконечности, это озна-
чает, что существует такая внешность круга |x| > a, что функции
ai (x) , i = 0, 1, ..., n− 1 разлагаются в ней в сходящиеся степенные

ряды ai (x) =
∞∑
j=0

bji
xj .

Целью нашего исследования является построение асимптотики
решения уравнения (1) при x → ∞. Эта задача является частным
случаям общей задачи о построении асимптотик решений линейных
дифференциальных уравнений с иррегулярными особенностями в
окрестности особой точки. Для регулярных особенностей эта зада-
ча является решенной, и, как известно, асимптотики в окрестности

c© Коровина М.В., Смирнов В.Ю., 2019
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регулярных особых точек являются конормальными. Случай бес-
конечно удаленной особой точки является примером иррегулярной
особенности. Эта задача сводится к задаче о построении асимптоти-
ки решения в окрестности нуля для линейных дифференциальных
уравнений с особенностью типа клюва 2-го порядка. Задача о по-
строении асимптотик решений обыкновенных дифференциальных
уравнений с голоморфными коэффициентами является классиче-
ской задачей аналитической теории линейных дифференциальных
уравнений. Одной из первых работ, посвященной этой задаче, яв-
ляется книга Thome [1], там построены асимптотики для частного
случая этой задачи, а именно для случая когда основной символ
H0(p) оператора Ĥ равный H0(p) = H (0, p) имеет простые корни.

Далее этот частный случай для систем линейных дифференци-
альных уравнений рассматривается, например, в таких классиче-
ских книгах как [2], [3], [4] и многих других работах. В этих ра-
ботах построены асимптотические разложения решений для этого
случая. Они были получены в виде произведений соответствующих
экспонент на расходящиеся степенные ряды, а именно

u =

n∑

i=1

eαi/rrσi

∞∑

k=0

aki r
k, (2)

где αi, i = 1, ..., n — корни полинома H0 (p) и σj и aki — некото-
рые комплексные числа. Однако вопрос об интерпретации полу-
ченных расходящихся рядов был оставлен открытым, иными сло-
вами, метод суммирования этих расходящихся рядов отсутству-
ет. Такие асимптотики в дальнейшем получили названия ВКБ-
асимптотик [5].

В конце 80-х годов прошлого века был получен аппарат, пригод-
ный для суммирования подобных рядов, основанный на преобразо-
вании Лапласа-Бореля и понятии ресургентной функции, впервые
введенном французским математиком Ж. Экалем [6].

Аппарат для интерпретации и построения асимптотических раз-
ложений вида (2), основанный на преобразовании Лапласа-Бореля,
называется ресургентным анализом. Обратное преобразование Бо-
реля при этом дает регулярный способ суммирования рядов (2). Од-
нако, при этом необходимо доказать бесконечную продолжимость
решений исследуемых уравнений. Доказательство этого факта, как
правило, представляло большую трудность при применении ресур-
гентного анализа к построению асимптотик решений дифференци-
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альных уравнений. Для уравнений с вырождениями доказательство
бесконечной продолжимости получено в работах В. Шаталова и М.
Коровиной [7], [8]. Этот результат позволяет применять методы ре-
сургентного анализа к построению асимптотик решений линейных
дифференциальных уравнений с голоморфными коэффициентами.

Благодаря этому результату в работах [7], [9] были построены
равномерные асимптотики решений для случая, когда корни стар-
шего символа H0 (p) = H (0, p) имеют первый порядок.

Однако, методы, которые использовались для построения
асимптотик решений в случае, когда основной символ имел простые
корни, оказались неприменимыми в случае кратных корней, кроме
случая уравнений второго порядка. Для решения проблемы крат-
ных корней в последние годы был создан метод повторного кван-
тования [10]. Этот метод применяется в том случае, когда интегро-
дифференциальное уравнение в двойственном пространстве не ре-
шается методом последовательных приближений и сводится, в свою
очередь, к уравнению с вырождениями типа клюва. С помощью
этого метода в настоящее время решен ряд задач для уравнений с
вырождениями в случае кратных корней.

Задача (1) путем замены x = 1
r сводится к уравнению с вырож-

дением типа клюва второго порядка в нуле.
Здесь мы сформулируем теорему для случая, когда основной

символ дифференциального оператора имеет один корень. Без
ограничения общности будем считать, что этот корень находится

в нуле. В этом случае ai (x) =
∞∑
j=1

bji
xj . Перепишем уравнение (1) в

виде

(
−r2 d

dr

)n
u+ b0r

m
(
−r2 d

dr

)k
u+ b1r

m+1
(
−r2 d

dr

)k−1
u+

+b2r
m+2

(
−r2 d

dr

)k−2
u+ ...+ bk+1r

m+ku+

+
m∑
i=1

ri
n−1∑
j=hi

bij
(
−r2 d

dr

)j
u+ rh+1

n−1∑
i=0

ai (r)
(
−r2 d

dr

)i
u = 0.

Здесь i+ hi > m+ k, через bi, bij обозначены соответствующие чис-
ла, ai (r) — голоморфные функции. Число h = m + k называется
индексом сингулярности уравнения (1). Пусть выполнено неравен-
ство

hi + i− h > (m− i)
n− k −m

m
. (3)

Тогда верна
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Теорема. Асимптотика решения уравнения (1) в окрестности
бесконечности имеет вид

u(x) ≈
n−k∑

j=1

exp

(
n−k−m∑

i=1

αjix
i

n−k

)
x−

σi
n−k

∞∑

l

Ajl x
− l

n−k+

+

k0∑

j=0

(
ln

1

x

)j
xαj

∞∑

i=0

bjix
−i, (4)

где αjn−k−m, j = 1, ..., n− k корни полинома pn−k+
(

n−k
n−k−m

)n−k
a0,

а Ajl .σi, b
j
i , k0 и αji , j = 1, ..., n− k − 1 некоторые числа.

Назовем асимптотики типа (4) обобщенными ВКБ-асимптоти-
ками. От ВКБ-асимптотик они отличаются тем, что степени x в
показателе экспоненты, вообще говоря, не являются целыми.

Можно показать, что если неравенство (3) не выполнено, то
решение задачи (1) также представимо в виде обобщенной ВКБ-
асимптотики.
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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ С НЕЛОКАЛЬНЫМ
УСРЕДНЕНИЕМ ДЛЯ МНОГОМЕРНОГО

УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ
Г.М. Королев (Москва, МГУ имени М.В. Ломоносова)

korolevgm95@mail.ru

Рассматриваем многомерную нелокальную задачу для уравне-
ния теплопроводности

{
ut = ∆u, x ∈ Rn, 0 < t 6 T,

u(x, 0) + u(x, T ) = ϕ(x).
(1)

Функцию ϕ ∈ C(Rn) и число T > 0 считаем заданными. Нелокаль-
ное условие выражает усреднение функции u(x, t) по ее значениям
в начальный и финальный моменты времени.

Решением задачи (1) будем называть функцию

u ∈ C2,1(Rn × (0, T ]) ∩C(Rn × [0, T ]), (2)

удовлетворяющую соотношениям (1).
Задача, подобная (1), в ограниченной области D ⊂ Rn изуча-

лась ранее в работе [1]. Затем, в [2], рассматривались более общие
нелокальные задачи, но только для одномерного уравнения тепло-
проводности. В работах [3]–[5] подробно исследована задача тепло-
проводности в Rn с нелокальным усреднением интегрального вида.
Схема исследования [3]–[5] сейчас переносится на многомерную за-
дачу (1). Наши результаты в одномерном случае представлены в [6].

При изучении вопроса единственности решения рассматриваем
однородную задачу

{
ut = ∆u, x ∈ Rn, 0 < t 6 T,

u(x, 0) + u(x, T ) = 0.
(3)

c© Королев Г.М., 2019
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Справедлив следующий результат.
Теорема 1. Пусть функция u = u(x, t) удовлетворяет усло-

вию (2) и является решением однородной нелокальной задачи (3).
Введем характеристику

M(r) = max
06t6T

max
|x|6r

|u(x, t)|, r > 0. (4)

Пусть

M(r) = o

(
r−(n−1)/2 exp

(√
π

2T
r

))
, r → +∞. (5)

Тогда u(x, t) ≡ 0 в Rn × [0, T ].
Тем самым, оценка (5) с характеристикой (4) определяет класс

единственности для решений неоднородной задачи (1). Такие реше-
ния выражаются формулой Пуассона

u(x, t)|0<t6T =
1

(4πt)n/2

∫

Rn

exp

(
−|x− y|2

4t

)
u0(y) dy (6)

через начальное состояние u0(x) ≡ u(x, 0). Само начальное состоя-
ние u0(x) для неоднородной задачи (1) можно найти по формуле

u0(x) = ϕ(x) −
∫

Rn

gT (x− y)ϕ(y) dy, x ∈ R
n. (7)

Формула (7) устанавливается при помощи преобразования Фурье.
Здесь gT (x) — функция Грина для задачи (1), имеющая вид

gT (x) =
1

(2π)n

∫

Rn

1

exp (|ξ|2 T ) + 1
exp (iξ x) dξ, x ∈ R

n. (8)

Для оценки поведения функции Грина на бесконечности получено
ее разложение в специальный ряд по функциям Ханкеля.

Теорема 2. Для функции gT (x), определенной формулой (8),
справедливо разложение в ряд

gT (x) =
(π|x|)−ν

2T

∞∑

k=0

Im
((zk

2

)ν
H(1)
ν (zk|x|)

)
, (9)
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сходящийся при |x| 6= 0. Здесь H(1)
ν – первая функция Ханкеля ин-

декса ν = (n− 2)/2, при этом

zk ≡
√

(2k + 1)π

2T
(1 + i), k ∈ N ∩ {0}. (10)

Используя разложение (9) и стандартную асимптотику функции
Ханкеля

H(1)
ν (z) =

√
2

πz
exp

(
iz − πi

4
(2ν + 1)

)(
1 +O(|z|−1)

)
, |z| → ∞,

действующую на луче arg z = π/4, можно получать оценки функ-
ции (8) на бесконечности. Так, например, в одномерном случае
(n = 1) при |x| → ∞ и T = 1 справедливо соотношение

g1(x) = − 1√
π

exp

(
−
√
π

2
|x|
)[

cos

(√
π

2
|x|+ π

4

)
+ o(1)

]
(11)

с главным слагаемым, отвечающим числу z0 из формулы (10).
При помощи подобных оценок в общем многомерном случае

(при n > 1), возможно, удастся обосновать разрешимость нело-
кальной задачи (1) в классах функций экспоненциального роста,
близких к классам (5).

Выражаю благодарность И. В. Тихонову за конструктивные за-
мечания и полезные рекомендации при подготовке данной работы.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
ЛИВОНСКОЙ ВОЙНЫ: ИСТОРИЧЕСКИЙ И

ГИПОТЕТИЧЕСКИЙ СЦЕНАРИИ1

В.А. Короткий∗, М.А. Степович∗∗ (∗Ярославль, ЯВВУ ПВО,
∗∗Калуга, КГУ им. К.Э. Циолковского)

vkorotkii@yandex.ru, m.stepovich@rambler.ru

На основе подхода Осипова-Ланчестера описания военных кон-
фликтов [1–6] построена математическая модель Ливонской войны
1558-1583 годов, хорошо описывающая основные этапы войны:

{
dx/dt = −x (t)− y (t) + 100 + 300t, x(0) = 100,

dy/dt = −x (t)− ty (t) + 150− 100t, y(0) = 250.
(1)

Здесь t — время, x — ресурсы Ливонского союза, y — ресурсы Рус-
ского царства. Два первых слагаемых в правой части системы диф-
ференциальных уравнений (1) описывают потери от действий про-
тивника и собственных просчётов; следующие два члена моделиру-
ют динамику роста (убыли) ресурсов, привлекаемых для военных
действий. Это могут быть собственные средства или помощь со-
юзников. Отметим, что начальные ресурсы Русского царства пре-
восходили объединённые ресурсы Ливонского союза оценочно в 2,5
раза.

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского
фонда фундаментальных исследований и правительства Калужской области
(проект № 18–41–400001).
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Наряду с историческим сценарием рассмотрен гипотетический
сценарий (при тех же начальных условиях):

{
dx/dt = −x (t)− y (t) + 100 + 150t, x(0) = 100,

dy/dt = −ty (t)− x (t) + 150, y(0) = 250.
(2)

Здесь предполагается, что Ивану Грозному удалось найти эф-
фективные решения по устранению внутренних разногласий (обра-
щение в ноль последнего члена системы (1)) и провести удачную
дипломатическую атаку на Ливонский союз (в 2 раза уменьшить
коэффициент внешних дотаций). При этом "системные"проблемы,
связанные с личностью самого царя, являются неустранимыми, по-
этому слагаемое −ty(t) не изменяется.

Результаты математического моделирования показывают, что
при таком сценарии Русское царство могло бы одержать уверен-
ную победу за более короткий срок.

Обсуждаются возможности использования предлагаемого под-
хода при обработке информационных потоков (открытых и закры-
тых) с целью получения преимущества во время ведения боевых
действий в настоящем и будущем [7–9].
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА
ПОГРУЖЕНИЯ СВАИ

Д.В. Костин, Т.И. Костина, С.Д. Бабошин
(Воронеж, ВГУ, ВГТУ)

dvk605@mail.ru, tata_sti@rambler.ru

В приложениях к строительной тематике, в частности к уста-
новке свайного фундамента, для моделирования процессов погру-
жения свай, используется уравнение [1]: R = Fвс+Fт+Fлс+Fбс, где
R = mẍ - равнодействующая сила, m — масса погружающей уста-
новки вместе со сваей, x — глубина погружения сваи, Fвс — сила со-
здаваемая погружающей установкой, Fт = mg — сила тяжести, g —
ускорение свободного падения, Fлс = Sпсhi — сила лобового сопро-
тивления, Sпс — площадь поперечного сечения сваи, hi(x(t), ρ) —
удельное лобовое сопротивление, ρ - тип грунта, Fбс = Px(t)fi —
сила бокового сопротивления, представляющая собой произведение
периметра сваи P , глубины погружения x(t) и удельной силы боко-
вого сопротивления fi, зависящей от типа грунта. Таким образом,
получается следующие дифференциальное уравнение второго по-
рядка:

mẍ = Fвс +mg + Sпсhi(x(t), ρ) + Px(t)fi.

Решение данного уравнения позволяет определить время и глу-
бину погружения в зависимости от типа погружающей установки,
габаритов сваи и типа грунта.

В настоящем докладе будет представлен алгоритм численно-
го решения данной задачи методом Эйлера, в случаи полигармо-
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нической вынуждающей силы, заданный многочленом Максвелла-
Фейера [2]. Предложенная математическая модель описывает про-
цесс работы оптимального, в смысле коэффициента асимметрии,
импульсного погружателя.

Литература
1. Цейтлин М.Г. Вибрационная техника и технология в свайных

и буровых работах / М.Г. Цейтлин, В.В. Верстов, Г.Г. Азбелев. —
Л. : Стройиздат, 1987. — 262 c.

2. Костин В.А. Многочлены Максвелла-Фейера и оптимиза-
ция полигармонических импульсов / В.А. Костин, Д.В. Костин,
Ю.И. Сапронов // ДАН. — 2012. — Т. 445, №3. — С. 271–273.

ОТОБРАЖЕНИЯ ИЗ МНОГООБРАЗИЯ В
НЕКОММУТАТИВНУЮ АЛГЕБРУ

М.Н. Крейн (Липецк, ЛГПУ)
travkin@lipetsk.ru

Дополнено утверждение теоремы 1, опубликованной автором
в [2]. Использованные обозначения и формулировка теоремы 1 сле-
дующие.

Пусть K — нормированная алгебра, в общем случае некомму-
тативная, над полем k, содержащем поле действительных чисел R,
с открытым множеством обратимых элементов (например, опера-
торная алгебра), M — хаусдорфово топологическое пространство,
F = CK(M) — алгебра непрерывных функций из M в K с пото-
чечно определенными операциями, которая также некоммутатив-
на, если некоммутативна K, |F| — множество k-гомоморфизмов из
F в K с базой топологии {f−1(V ) | V ⊂ K — открыто, f ∈ |F|},
θ : M → |F| — отображение, задаваемое формулой [θ(p)](f) = f(p).

Теорема 1. Пусть M — конечномерное многообразие. Тогда
1) θ инъективно; 2) всякий гомоморфизм из |F|, переводящий дей-
ствительные функции в действительные элементы из K, пред-
ставляется в виде суммы θ(p) для некоторого p ∈ M и отобра-
жения β, все значения которого необратимы в K.

Если в этих обозначениях вместо K и k берется поле действи-
тельных чисел, и M — конечномерное многообразие, θ оказывается
взаимно однозначным отображением, даже гомеоморфизмом. Это
является одним из основополагающих фактов diffiety-теории, и со-
ответствующая теорема имеется в [1].
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Теорема 2. В условиях теоремы 1 точка р определена един-
ственно.

Литература
1. Неструев Джет. Гладкие многообразия и наблюдаемые / Джет

Неструев. — М. : МЦНМО, 2000. — 300 с.
2. Крейн М.Н. Об отображениях в некоммутативные алгебры

/ М.Н. Крейн // Материалы Международной конференции «Во-
ронежская зимняя математическая школа С.Г.Крейна – 2014». —
Воронеж : ИПЦ «Научная книга». — 2014. — С. 179–182.

РАЗБИЕНИЕ КОМПЛЕКСНОЙ
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ НА ОТНОСИТЕЛЬНО

МАЛЫЕ ГРУППЫ 1

О.А. Кривошеева (Уфа, БашГУ)
kriolesya2006@yandex.ru

Пусть Λ = {λk, nk}∞k=1 — последовательность различных ком-
плексных чисел λk и их кратностей nk, |λk+1| > |λk|, k > 1, и
|λk| → ∞, k → ∞. Выясняются условия, при которых последова-
тельность Λ можно разбить на так называемые относительно малые
группы, которые в некотором смысле отделены друг от друга. Необ-
ходимость подобного разбиения возникает при исследовании задач
представления функций из инвариантных подпространств посред-
ством рядов экспоненциальных многочленов (см., например, [1],[2]).

Пусть Λ = {λk, nk}∞k=1 и U = {Um}∞m=1 — разбиение последо-
вательности {λk}∞k=1 на группы Um, m > 1. Перенумеруем члены
Λ. Точки λk, попавшие в группу Um, будем обозначать λm,l, а их
кратности — nm,l. Первый индекс совпадает с номером группы, а
второй индекс меняется в пределах от 1 до Mm, где Mm — число
точек λk, попавших в группу Um. Положим еще Nm =

∑Mm

l=1 nm,l.
Будем считать, что |λm+1,1| > |λm,1|, m > 1. Пусть Λ разбита на
группы U = {Um}∞m=1, где Um = {λm,ν}Mm

ν=1. Будем также говорить,
что группы Um относительно малы, если

lim
m→∞

max
16j,l6Mm

|λm,j − λm,l|
|λm,1|

= 0.

и N(Λ, U) = limm→∞
Nm

|λm,1| = 0.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-31-
00029).
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Положим

qΛ(z, w, δ) =
∏

λk,ν∈B(λm,l,δ|λm,l|),k 6=m

(
z − λk,ν
3δ|λk,ν |

)nk,ν

, m > 1

где B(z, r) — открытый круг с центром в точке z и радиуса r >
0. Если круг B(λm,l, δ|λm,l|) не содержит точек λk,ν , k 6= m, то
считаем, что qm,lΛ,U (z, δ) ≡ 1. Для разбиения U определим групповой
индекс конденсации А.С. Кривошеева ([1])

SΛ(U) = lim
δ→0

SΛ(U, δ), SΛ(U, δ) = lim
m→∞

min
16l6Mm

ln |qm,lΛ,U (λm,l, δ)|
|λm,l|

.

Пусть Λ = {λk, nk} и α > δ > 0. Рассмотрим функцию

q1Λ(z, w, α, δ) =
∏

λs∈B(w,α|w|)\B(w,δ|w|)

(
z − λk
3α|λk|

)nk

.

Если кольцо B(λk, α|λk|) \B(λk, δ|λk|) не содержит точек λs, то по-
лагаем qkΛ ≡ 1. Определим индекс концентрации А.С. Кривошеева
([2]) последовательности Λ:

S1
Λ = lim

α→0
S1
Λ(α), S1

Λ(α) = lim
δ→0

S1
Λ(α, δ),

S1
Λ(α, δ) = lim

|w|→∞

ln |q1Λ(w,w, α, δ)|
|w| .

Теорема. Пусть Λ = {λk, nk}. Верны следующие утверждения:
1) Если U = {Um} — разбиение Λ на относительно малые груп-

пы, то S1
Λ > 2SΛ(U).

2) Если S1
Λ > −∞, то существует разбиение U на относитель-

но малые группы такое, что SΛ(U) > 3S1
Λ.

Литература
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СРАВНЕНИЕ НОРМ ОШИБОК СОЛВЕРОВ ПАКЕТА
OPENFOAM НА ПРИМЕРЕ ОБТЕКАНИЯ КОНУСА

ПОД НУЛЕВЫМ УГЛОМ АТАКИ1

А.Е. Кувшинников (Москва, ИПМ им. М.В. Келдыша РАН)
kuvsh90@yandex.ru

Исследуется обтекание конуса сверхзвуковым потоком воздуха
под углом атаки α = 0◦. Число Маха набегающего потока изменя-
лось от 1 до 7 с шагом 1, угол полураствора конуса β = 10− 35◦ с
шагом 5◦.

Для сравнения из программного пакета OpenFOAM выбраны 4
солвера: rhoCentralFoam, sonicFoam (оба изначально входят в со-
став OpenFOAM), pisoCentralFoam, QGDFoam — созданы сторон-
ними разработчиками. Были проведены расчеты для всех солверов,
а также скоростей и углов полураствора в вышеуказанных диапа-
зонах. Для каждого варианта были вычислены аналоги нормы L2:

√∑
m
|ym − yexactm |2Vm

/√∑
m
|yexactm |2Vm

где ym — давление, компоненты скорости и плотность, полученные
численным моделированием yexactm — те же величины, полученное
интерполированием табличных значений из [1] на ячейки сетки,
Vm — объем ячейки. Суммирование проводится по всем ячейкам
расчетной сетки.

Cолвер rhoCentralFoam обладает минимальной нормой погреш-
ности для поля давления, однако вызывает осцилляции у поверх-
ности конуса. Солвер sonicFoam вызывает осцилляции на фронте
ударной волны при M > 3. Солвер QGDFoam обладает минималь-
ной нормой погрешности для поля скоростей, но является неустой-
чивым при высоких числах Маха и углах полураствора. Также он
позволяет избежать неразрушающих решение, но все равно неже-
лательных, осцилляций в силу своих диссипативных свойств.

Литература
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1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 18-31-
00320-мол_а).
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ОБЛАСТИ ОДНОЛИСТНОСТИ
ГОЛОМОРФНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ КРУГА В СЕБЯ

С ИНВАРИАНТНЫМ ДИАМЕТРОМ
О.С. Кудрявцева (Волгоград, ВолгГТУ)

Kudryavceva_OS@mail.ru

Пусть B[−1, 1]— класс голоморфных отображений f единичного
круга D = {z ∈ C : |z| < 1} в себя, которые оставляют неподвиж-
ными точки z = ±1 и имеют конечные угловые производные f ′(1)
и f ′(−1), т. е. ∠ limz→±1 f(z) = ±1, ∠ limz→±1 f

′(z) = f ′(±1) < ∞.
Известно, что для любой функции f ∈ B[−1, 1] верно неравенство
f ′(1)f ′(−1) > 1, при этом равенство достигается для дробно-ли-
нейных преобразований. В [1] найдены области однолистности на
классах Bα[−1, 1] = {f ∈ B[−1, 1] : f ′(1)f ′(−1) 6 α}, 1 < α < 9. От-
мечено также, что построенные области не являются точными. В
данной работе рассматривается подкласс D[−1, 1] класса B[−1, 1],
состоящий из функций, сохраняющих вещественный диаметр. По-
лучена асимптотически точная двусторонняя оценка областей одно-
листности на классах Dα[−1, 1] = {f ∈ D[−1, 1] : f ′(1)f ′(−1) 6 α}.

Теорема 1. Пусть f ∈ Dα[−1, 1], 1 < α < 9. Тогда f однолист-
на в области

U(α) =
{
z ∈ D :

|1− z2|
1− |z|2 <

√
1 +

(9α− 25)2 (297− 5α)

8(α− 1)(9− α)(51α+ 2285)

}
.

Теорема 2. Для каждой точки z0 границы области

U(α) =



z ∈ D :

|1− z2|
1− |z|2 <

√

1 +
(2
√
α− α+ 3)

2

(α − 1)(9− α)



 , 1 < α 6 3,

U(α) =
{
z ∈ D :

|1− z2|
1− |z|2 <

√
1 +

(α − 1)(9− α)

(2
√
α+ α− 3)

2

}
, 3 6 α < 9,

найдётся функция fz0 ∈ Dα[−1, 1], производная которой в точке
z0 обращается в нуль.

Литература
1. Горяйнов В.В. Голоморфные отображения полосы в себя с

ограниченным искажением на бесконечности / В.В. Горяйнов //
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c© Кудрявцева О.С., 2019

178



О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ГЛАДКИХ СУММ
РИДЖ-ФУНКЦИЙ НА ВЫПУКЛОМ ТЕЛЕ1

А.А. Кулешов (Москва, МГУ)
kuleshov.a.a@yandex.ru

Пусть n > 2 , E ⊂ Rn — некоторое множество. Ридж-функцией
на E будем называть функцию вида ϕ(a · x), где x = (x1, . . . , xn) ∈
E, a = (a1, . . . , an) ∈ Rn \ {0}, a ·x =

∑n
j=1 ajxj и ϕ — действитель-

нозначная функция, определенная на ∆(a) = {a · x : x ∈ E}. На
множестве E рассмотрим сумму ридж-функций

f(x) =

m∑

i=1

ϕi(a
i · x). (1)

Пусть каждому интервалу (α, β) ⊂ R, где −∞ 6 α < β 6 +∞,
поставлен в соответствие некоторый класс B(α,β) определенных на
(α, β) действительных функций так, что выполнены следующие три
условия:
1) Из того, что f ∈ B(α,β), r ∈ C(α, β), а функция f − r является
аддитивной на (α, β), следует, что f(x)−r(x) = cx, где x ∈ (α, β), c ∈
R.
2) ∀h ∈ R, |h| < β − α : f ∈ B(α,β) ⇒ ∆hf ∈ BJ , где ∆hf(x) =
f(x+ h)− f(x), J = (α, β) ∩ (α− h, β − h).
3) ∀(c, d) ⊂ (α, β) : f ∈ B(α,β) ⇒ f ∈ B(c,d).

Теорема 1.Пусть E — выпуклое тело в Rn, E 6= Rn, k ∈ Z+.
Тогда следующие условия равносильны:
1) граница E гладкая;
2) для любого m ∈ N, для любых векторов a1, . . . , am и любых функ-
ций ϕi ∈ Bint(∆i) (i = 1, . . . , n) из f ∈ Ck(E) следует ϕi ∈ Ck(∆i)
(i = 1, . . . ,m), где функция f имеет вид (1).

Литература
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1 Работа выполнена при поддержке гранта Правительства Российской Фе-
дерации (проект 14.W03.31.0031).
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3. Конягин С.В. Некоторые проблемы теории ридж-функций /
С.В. Конягин, А.А. Кулешов, В.Е. Майоров // Тр. МИАН. — 2018.
— Т. 301. — С. 155–181.

ОЦЕНКА ПРИБЛИЖЕНИЯ АНАЛИТИЧЕСКОЙ
ФУНКЦИИ ОТ МАТРИЦЫ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫМ

МНОГОЧЛЕНОМ1

В.Г. Курбатов, И.В. Курбатова (Воронеж, ВГУ)
kv51@inbox.ru

Теорема. Пусть A — квадратная комплексная матрица; z1,
. . . , zn ∈ C — произвольные (возможно, повторяющиеся) точки
интерполяции; f — аналитическая функция, область определения
которой содержит окрестность выпуклой оболочки объединения
спектра матрицы A и точек z1, . . . , zn; наконец, p — интерполя-
ционный многочлен функции f , построенный по точкам z1, . . . , zn
(с учетом кратности). Тогда (для любой нормы в пространстве
матриц)

‖f(A)− p(A)‖ 6
1

n!
max
t∈[0,1]

µ∈co{z1,z2,...,zn}

∥∥Ω(A)f (n)
(
(1 − t)µ1+ tA

)∥∥,

где 1 — единичная матрица, а

Ω(z) =

n∏

k=1

(z − zk).

Вариант теоремы для случая, когда роль интерполяционного
многочлена играет многочлен Тейлора, получен в [2].

Следствие. Пусть в условиях теоремы f(z) = ez. Тогда

‖eA − p(A)‖ 6
1

n!
max
t∈[0,1]

e(1−t)β‖Ω(A)etA‖.

где β = maxk Re zk.

Литература
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function by an interpolation polynomial / V. G. Kurbatov, I. V. Kurba-
tova. // arXiv: 1810.02682. — 2018.

1 Второй автор поддержан РФФИ (проект № 19-01-00732 A).
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R. Mathias — SIAM J. Matrix Anal. Appl. — 1993. — Vol. 14. —
pp. 1061–1063.

УСТОЙЧИВЫЙ СЕКВЕНЦИАЛЬНЫЙ ПРИНЦИП
МАКСИМУМА ПОНТРЯГИНА В ЗАДАЧЕ

ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ C ФАЗОВЫМИ
ОГРАНИЧЕНИЯМИ1

Ф.А. Кутерин, А.А. Евтушенко
(Нижний Новгород, ИПФРАН)

kuterin.f@yandex.ru

Настоящая работа посвящена выводу условий оптимальности в
задаче оптимального управления с поточечными фазовыми огра-
ничениями типа равенства и неравенства, понимаемыми как огра-
ничения в гильбертовом пространстве L2(X)

T∫

0

(
〈F δ(t)xδ[u](t), xδ[u](t)〉+ 〈Gδ(t)u(t), u(t)〉

)
dt→ min, u ∈ D,

〈ϕδ1(t), xδ [u](t)〉 = hδ(t), ϕδ2
(
t, xδ[u](t)

)
6 0 при п.в. t ∈ X.

Здесь F δ : [0, T ] → Rn×n, Gδ : [0, T ] → Rm×m — измеримые по Ле-
бегу ограниченные неотрицательно и равномерно по t положитель-
но определенные матрицы, ϕδ1, h

δ ∈ L2(X) — заданные функции,
ϕδ2 : X × Rn → R1 — непрерывная выпуклая по x при всех t ∈ X
функция, D ≡ {u ∈ L2(0, T ) : u(t) ∈ U при п.в. t ∈ (0, T )}, U ⊂ Rm

— выпуклый компакт, X ⊂ [0, T ], xδ[u](t) — решение задачи Коши

ẋ = aδ(t)x + bδ(t)u(t), x(0) = xδ0 ∈ R
n, t ∈ [0, T ]

с измеримыми по Лебегу ограниченными матрицами aδ : [0, T ] →
Rn×n, bδ : [0, T ] → Rn×m. Верхний индекс δ в исходных данных
задачи характеризует уровень ошибки задания этих исходных дан-
ных.

Основными результатами работы в рассматриваемой задаче оп-
тимального управления с поточечными фазовыми ограничениями

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 17-05-
01182, 19-07-00782).
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являются регуляризованные, устойчивые к ошибкам исходных дан-
ных, принцип Лагранжа и поточечный принцип максимума Понт-
рягина, представляющие, в свою очередь конструктивный способ
построения минимизирующего приближенного решения в постав-
ленной задаче.

ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ РАЗНОСТНОГО ОПЕРАТОРА
С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ1

В.В. Лийко (Москва, РУДН)
vikalijko@gmail.com

В настоящей работе показано, что регулярный разностный опе-
ратор с переменными коэффициентами непрерывно и взаимно од-
нозначно отображает замыкание множества финитных, бесконечно
дифференцируемых функций с компактными носителями в про-
странстве Соболева на подпространство функций с нелокальными
краевыми условиями.

Этот факт позволяет применить результаты, полученные для
эллиптических задач с нелокальными краевыми условиями к ис-
следованию краевых задач для эллиптических дифференциально-
разностных уравнений.

Интерес к эллиптическим дифференциально-разностным урав-
нениям, а также к нелокальным задачам связан с их важными при-
ложениями, возникающими в теории плазмы, биофизики, теории
диффузионных процессов, теории многослойных пластин и оболо-
чек, и др.

Литература
1. Скубачевский А.Л. Краевые задачи для эллиптических функ-

ционально дифференциальных уравнений и их приложения //
УМН. — 2016. — 71:5(431). — С. 3–112.

2. Skubachevskii, A.L. Elliptic Functional Differential Equations
and Applications. Birkhauser, Basel – Boston – Berlin, 1996.

1 Работа выполнена при поддержке Программы РУДН "5-100"и гранта РФ-
ФИ (проект № 16-01-00450).
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РЕШЕНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ,
СВОДЯЩИХСЯ К ОДНОРОДНЫМ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ,
В СИСТЕМЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНОГО ОБРАЗОВАНИЯ

Н.И. Лобанова (Зеленокумск, МУДО «ЦВР»)
lobantchik@yandex.ru

Современному обществу требуются высококвалифицированные
специалисты с исследовательской позицией, способные решать за-
дачи, возникающие из потребностей практики в профессиональ-
ной деятельности. Это приводит к необходимости использования
в нематематических ситуациях математических методов, одним из
которых является метод математического моделирования. Данный
метод включает в себя три основных этапа: построение матема-
тической модели; решение задачи средствами математики внутри
модели; перевод полученного результата на язык, на котором была
сформулирована исходная задача. Простейшие дифференциальные
уравнения (ДУ) с разделяющимися переменными рассматривают-
ся в школьном курсе алгебры и начал анализа. Однако учащимся
следует понимать, что возникшие из потребностей практики зада-
чи часто приводят к другим видам дифференциальных уравнений,
часто более сложным, поэтому нужно уметь приводить полученные
уравнения к известному виду, алгоритм решения которых известен.
В частности, обучающихся целесообразно познакомить с задача-
ми, сюжетная основа которых позволяет создать математическую
модель в виде однородных дифференциальных уравнений первого
порядка, и рассмотреть метод сведения их к уравнениям с разде-
ляющимися переменными. Преимущественное внимание при этом
следует уделить практико-ориентированным задачам [1]. Реализуя
внутрипредметные связи, в докладе будут приведены некоторые
практико-ориентированные задачи геометрического характера.

Литература
1. Аммосова Н.В. Решение однородных дифференциальных

уравнений с обучающимися в рамках дополнительного математи-
ческого образования / Н.В. Аммосова, Б.Б. Коваленко, Н.И. Лоба-
нова // Сб. научных трудов VI Международной науч.-практ. конф.
«Реализация принципа непрерывности в системе учебных предме-
тов в образовательных учреждениях». — Астрахань, 2018. — С. 71–
76.
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КРИТЕРИЙ КОРРЕКТНОСТИ СМЕШАННОЙ
ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОГО ПАРАБОЛИЧЕСКОГО

УРАВНЕНИЯ НА ОТРЕЗКЕ СО СМЕШАННЫМИ
ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ НА КОНЦАХ

Ф.Е. Ломовцев
(Минск, Белорусский государственный университет)

lomovcev@bsu.by

Получен критерий (необходимые и достаточные условия) кор-
ректности по Адамару (существования, единственности и непре-
рывной зависимости классического решения от правой части урав-
нения и начальных и граничных данных) смешанной задачи:

utt(x, t) + 2uxt(x, t) + uxx(x, t) = f(x, t), {x, t} ∈ Qn = ∪nk=0Gk, (1)

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, d], d > 0, (2)

u|x=0 = µ(t), t ∈ [0, dn+1], ux|x=d = η(t), t ∈ [d, dn+2], n = 1, 2, ..., (3)

где треугольник G0 = {{x, t} ∈ R2 : x > t, x ∈ [0, d], t ∈ [0, d]}, R =
] − ∞,+∞[, параллелограммы Gk = {{x, t} ∈ R2 : dk 6 t − x 6

dk+1, x ∈ [0, d], t ∈ [dk, dk+2]}, k = 1, n, числа di = (i−1)d, i = 1, 2, ...
Теорема. Смешанная задача (1)–(3) на Qn имеет единствен-

ное и устойчивое классическое решение u ∈ C2(Qn) : на G0 вида

u0(x, t) = ϕ(x − t) + [ϕ′(x− t) + ψ(x− t)]t+ F0(x, t)

тогда и только тогда, когда ϕ ∈ C3[0, d]; ψ ∈ C2[0, d];
f ∈ C(G0); (F0)t, (F0)x ∈ C1(G0), и на Gk вида

uk(x, t) = µ(t− x) +

[
1

d

∫ t−x

dk

e(t−x−s)/dMk(s)ds+ cke
(t−x)/d

]
x−

−
∫ t−x

dk

(t− x− τ)f(t − x− τ, τ)dτ + Fk(x, t)

тогда и только тогда, когда верны условия гладкости
µ ∈ C2[0, dn+1]; η ∈ C1[d, dn+2]; f ∈ C(∪nk=1Gk); (Fk)t,
(Fk)x ∈ C1(Gk), k = 1, n, n = 1, 2, ..., и условия согласования

ϕ(0) = µ(0), ψ(0) = µ′(0), f(0, 0)− ϕ′′(0)− 2ψ′(0) = µ′′(0),
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[ϕ′′(0) + ψ′(0)]d+ ϕ′(0) + (F0)x |x=t;t=d= η(d),

ψ′(0)− [ϕ′′′(0) + ψ′′(0)]d+ (F0)x t |x=t;t=d= η′(d),

(F0)x x |x=t;t=d= 0.

Здесь использованы частные классические решения Fk неодно-
родного уравнения (1), рекуррентные постоянные ck и функции:

Fk(x, t) =

t∫

dk

(t− τ)f(|x− t+ τ |, τ)dτ, k = 0, n, c1 = ϕ′(0) + ψ(0),

ck = e1−k
[
1

d

dk∫

dk−1

e(dk−s)/dMk−1(s)ds+

dk∫

dk−1

f(dk − τ, τ)dτ

]
+ ck−1,

k = 2, n, Mk(s) =

s+d∫

dk

f(|τ − s|, τ)dτ + ∂

∂s

( s∫

dk

(s− τ)f(s− τ, τ)dτ

)
−

− ∂

∂s

( s+d∫

dk

(s+ d− τ)f(|τ − s|, τ)dτ
)

− µ′(s)− η(s+ d), k = 1, n.

Следствие. Если правая часть f уравнения (1) не зависит от
x в G0 и (или) в Gk0 , то в этой теореме она только непрерывна
по t, т. е. f ∈ C[0, d] и (или) f ∈ C[dk0 , dk0+2], k0 ∈ [1, 2, ..., n].

Ранее новым методом «вспомогательных смешанных задач для
полуограниченной струны» из [1] был найден критерий корректно-
сти по Адамару смешанной задачи для уравнения колебаний огра-
ниченной струны при зависящих от времени коэффициентах в не
характеристических первых косых производных на концах в [2].

Литература
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОЛЕТА ОСКОЛКОВ
МЕТЕОРОИДА ПОСЛЕ ЕГО РАСПАДА

В.Т. Лукашенко (Москва, ИАП РАН)
lukashenko-vt@yandex.ru

По ходу движения в атмосфере метеорное тело со временем раз-
рушается под действием набегающего потока. При этом может про-
исходить распад изначально единого тела на отдельные осколки.
Образующиеся тела будут продолжать движение совместно, однако
из-за разницы в силах, действующих на каждый отдельный оско-
лок, со временем будет происходить перестроение группы.

Для изучения динамики подобных систем и влияния разлета
осколков на траекторию их движения в [1] был предложен метод
моделирования, основанный на решении сопряженной аэродинами-
ческой и баллистической задач. Однако было обнаружено, что мо-
гут возникать ситуации, когда тела подходят близко друг к другу
и между ними должно происходить соударение.

В представленной работе приводится дополнение метода [1] ал-
горитмом для рассчета столкновений между телами. При этом фор-
мулы для изменения скоростей i-го и j-го тел вдоль линии соуда-
рения ~l, проходящей через центры масс тел, запишутся в виде:

∆Vi =
(1 + k)mj (Vlj − Vli)

mi +mj
, ∆Vj =

(1 + k)mi (Vli − Vlj)

mi +mj
,

где Vli, Vlj – проекции скоростей тел на направление ~l; mi, mj– мас-
сы тел; k – коэффициент восстановления удара [2]. При k = 1 между
телами происходит абсолютно упругий удар, при k = 0 – абсолютно
неупругий удар, при 0 < k < 1 – неупругое столкновение. Реальное
значение k зависит от конкретных свойств веществ соударяющихся
тел и может задаваться отдельно для каждого соударения.

Литература
1. Лукашенко В.Т. Математическая модель разлета осколков

метеорного тела после разрушения / В.Т. Лукашенко, Ф.А. Мак-
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Вып. 9(69). — С. 1–14.
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ЭКСТРАПОЛЯЦИОННОЕ ОПИСАНИЕ
ПРЕДЕЛЬНЫХ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ

ПРОСТРАНСТВ НА ОСНОВЕ J-МЕТОДА1

К.В. Лыков (Самара, ИСОИ РАН — филиал
ФНИЦ «Кристаллография и фотоника» РАН)

alkv@list.ru

Если ~A = (A0, A1) — банахова пара, а G — банахова решетка
односторонних числовых последовательностей, то через ~AJG будем
обозначать пространство с нормой

‖a‖ ~AJ
G
:= inf

a=
∑
ak

∥∥{J(2−k, ak; ~A)
}∞
k=1

∥∥
G
,

где запись a =
∑
ak здесь и далее означает, что a ∈ A0 +A1 равно

сумме сходящегося в A0+A1 ряда
∑∞

k=1 ak, а через J обозначается
J-функционал, т.е. J(t, a; ~A) = max{‖a‖A0

, t‖a‖A1
}, t > 0. Обраща-

ем внимание, что, в отличие от обычного J-метода интерполяции, в
работе используются односторонние числовые последовательности.
В частности, если θ ∈ (0, 1), q ∈ [1,∞), то положим

‖a‖θ,q := inf
a=
∑
ak

( ∞∑

k=1

(
2kθJ(2−k, ak; ~A)

)q)1/q
.

Определим также пространство ~A
θ,q(θ),m
G , где q(θ) — определен-

ная непрерывная функция от θ, m ∈ N, условием конечности нормы

‖a‖ ~Aθ,q(θ),m
G

:= inf
a=
∑
ak

∥∥{‖ak‖1/(k+m),q(1/(k+m))}∞k=1

∥∥
G
.

Теорема. Пусть G — банахова решетка, интерполяционная
относительно банаховой пары (ℓ1, ℓ1(2

k)). Предположим также,
что в G ограничен оператор дублирования

D : (x1, x2, . . . , xn, . . .) → (x1, x1, x2, x2, x3, x3, . . .).

Тогда для любой банаховой пары ~A, для любого m ∈ N и для любой
непрерывной функции q(θ), для которой 1 6 q(θ) 6 1/(1−θ), имеет
место равенство

~A
θ,q(θ),m
G = ~AJG.

Работа выполнена совместно с С.В. Асташкиным.
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 17-01-

00138 a).
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СВЯЗЬ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ РАДОНА-КИПРИЯНОВА
С НЕЧЕТНЫМ FB ПРЕОБРАЗОВАНИЕМ БЕССЕЛЯ

Л.Н. Ляхов, М.Г. Лапшина, С.А. Рощупкин
(Воронеж, ВГУ),

(Липецк, ЛГПУ им. П.П. Семенова-Тян-Шанского),
(Елец, ЕГУ им. И.А. Бунина)

levnlya@mail.ru, marina.lapsh@yandex.ru, roshupkinsa@mail.ru

FB-преобразование Бесселя четных функций введено в [1]. Не-
четное преобразование Фурье-Бесселя имеет вид [2]

FB,od[f ](ξ) =
∫

Rn

n∏

i=1

xiξi
γi + 1

j γi+1

2

(xiξi) f(x)x
γdx,

где γi > 0, i = 1, n, jν(t) = 2νΓ(ν + 1)Jν(t)
tν , xγ =

n∏
i=1

xγii .

Преобразование Радона–Киприянова введено в [3] выражением

Kγ [f ](ξ; p) =
∫

R
+
n

f(. . . ,
√
z2i−1i

2 + z22i, . . .)
γ∏
x
δ(p − 〈x, ξ〉) ∏n

i=1 z
γ1
2i dx,

где
γ∏
x

— многомерный оператор Пуассона, δ(P ) — δ-функция со-

средоточенная на (n − 1)-мерной поверхности P (x) = 0 в Rn. Ис-
пользуется представление Kγ (см.[3]):

Kγ [f ](ξ; p)=
∫

R
+
2n

f(. . . ,
√
z22i−1+z

2
2i, . . .)

(
δ(p− 〈z, ξ̃〉)

)∏n
i=1 z

γ1
2i dz,

Имеет место следующие формулы: пусть f ∈ S,
∂nKγ [f ](Θ;p)

∂pn =
(

1
2π

)n ∞∫
−∞

eiαPFB,od[f ](αΘ)dx ,

FB,od[f ](αΘ) = C(n, γ)
∞∫

−∞
eiαP ∂n

∂pnKγ [f ](Θ;P )dp .
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КОМПРОМИССНОЕ РЕШЕНИЕ В МОДЕЛИ
ЭКОНОМИКИ С ЗАМЕНОЙ ОБОРУДОВАНИЯ

О.А. Малафеев, А.П. Парфенов
(Санкт-Петербург, СПбГУ)

keldoor@gmail.com

Рассмотрена динамическая модель макроэкономики, в которой
валовый выпуск X зависит от двух параметров: труда L и ка-
питала K. Зависимость описывается производственной функцией
Кобба-Дугласа с техническим прогрессом, нейтральным по Харро-
ду: X(K(t), L(t), t) = AK(t)a(L(t)egt)1−a.

Капитал — это оборудование, доля d которого за единицу вре-
мени выходит из строя, так что к моменту t остается K(t, s) =∫ t
0 e

−d(t−s)B(s) ds − U(t, s), где B(s) — количество оборудования,
купленного в момент s, U(t, s) — количество оборудования, отправ-
ленного в утиль. Кроме того, стоимость оборудования меняется со
скоростью q, заработная плата — со скоростью w, а процентная
ставка равна r. Задана функция I(t, τ) стоимости оборудования
возраста τ в момент t и функция P (t, τ) стоимости ремонта.

Поставлена задача оптимизации замены оборудования, то есть
выбора функций B и U , минимизирующих интегральные затраты.
В работе [2] эта задача решена для простейшей стратегии замены:
заменять все оборудование по истечении срока T . В данной рабо-
те рассмотрена более общая стратегия: замена в моменты време-
ни, кратные h. Доказано, что эту задачу можно решить методом
динамического программирования. Рассмотрена задача нахожде-
ния компромиссного решения [1], согласующего полезности разных
фирм с разными функциями дисконта. Построен алгоритм ее реше-
ния для простейшего случая: стратегии замены всего оборудования
через интервал времени T .
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МНОГОЭТАПНЫЙ АУКЦИОН ИНВЕСТИЦИОННЫХ
ПРОЕКТОВ ВТОРОЙ ЦЕНЫ1

О.А. Малафеев, Н.Д. Рединских
(Санкт-Петербург, СПбГУ)

o.malafeev@spbu.ru

Рассматривается m-шаговая теоретико-игровая модель Γm аук-
циона второй цены , l = 1,m — номер шага игры, при этом на
каждом шаге процесса разыгрываются аукционы Γl с различными,
зависящими от предыдущих исходов аукционов, параметрами. Для
простоты изложения, множество участников аукциона предполага-
ется одним и тем же.

Пусть S = {s1, . . . , sn} множество участников аукциона, ко-
торые покупают у аукциониста на каждом шаге некоторый ин-
вестиционный проект, от реализации которого участники аукци-
она получают доход. Цена заявки каждого участника аукциона
на инвестиционный проект равна vi > 0, i = 1, n. Цена заявки
V = {vli, i = 1, n, l = 1,m} на инвестиционный проект предложен-
ная участником аукциона si, i = 1, n образует предложение на l-м
шаге игры Γm. На l-м шаге игры Γm выигрывает участник аук-
циона, предложивший минимальную цену. При этом выигравший
участник аукциона не платит указанную цену на инвестиционный
проект, а платит вторую, самую низкую, из оставшихся цен. На
каждом шаге возникает новый аукцион с теми же участниками
при новых условиях, зависящий от выборов, сделанных участни-
ками аукциона. Эти аукционы разыгрываются по тому же правилу
второй цены. Суммарный доход каждого агента получается сложе-
нием его доходов на всех шагах игры. Каждый агент стремится
максимизировать свой суммарный доход, полученный на всех эта-
пах процесса. В работе показывается, что глобальное равновесие
не реализуется последовательностью локальных равновесий. При-
водится численный пример.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-
00796).
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ОБ ИНВАРИАНТАХ ЛАПЛАСА ДЛЯ ОДНОГО
КЛАССА ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

А.Н. Миронов, Л.Б. Миронова (Елабуга,
Елабужский институт Казанского федерального университета)

miro73@mail.ru

В данной работе речь идет о классе линейных уравнений с до-
минирующей частной производной [1]. Указанные уравнения име-
ют вид D1u + D2u = f , где первое слагаемое — старшая частная
производная искомой функции u, а D2 — линейный дифференци-
альный оператор, содержащий лишь производные, получаемые из
D1 отбрасыванием по крайней мере одного дифференцирования
(f — заданная функция). Такие уравнения возникают при моде-
лировании процессов вибрации, к ним сводится задача интеграль-
ного представления преобразования одних линейных дифференци-
альных операторов в другие, они применяются в теории упругости,
при изучении фильтрации жидкости в трещиноватых породах, вла-
гопереноса в почве, передачи тепла в гетерогенных средах, модели-
ровании различных биологических процессов и явлений, при изу-
чении распространения волн в диспергирующих средах, а также в
теории оптимальных процессов и обратных задачах.

Приложения инвариантов Лапласа в теории гиперболических
уравнений хорошо известны, они играют определяющую роль в
классификации указанных уравнений методами группового анали-
за [2, с. 116–125].

Нами построены инварианты Лапласа для ряда классов уравне-
ний с доминирующей частной производной, выделены частные слу-
чаи таких уравнений, допускающие алгебры Ли наибольшей раз-
мерности.
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О МОДЕЛИРОВАНИИ ЗАДАЧИ ПЕРКОЛЯЦИИ
УЗЛОВ ДЛЯ ТРЕУГОЛЬНОЙ РЕШЁТКИ НА

КВАДРАТНОЙ РЕШЁТКЕ С (1, 1)-ОКРЕСТНОСТЬЮ
П.В. Москалев (Воронеж, ВГАУ)

moskaleff@mail.ru

В работе [1] было показано, что взвешивание узлов из 1-окрест-
ности Мура по (неметрическому) расстоянию Минковского при по-
строении моделей перколяции узлов приводит к вариации оценок
порога перколяции p∗c в интервале от 0,593 для (1, 0)-окрестности
до 0,407 для (1,∞)-окрестности. Это приводит к гипотезе о при-
менимости взвешенной окрестности Мура для моделирования за-
дачи узлов на других однородных решётках. К примеру, если 1-
окрестность узла треугольной решётки содержит шесть узлов, то
взвешивание узлов 1-окрестности Мура на квадратной решётке по
расстоянию в манхеттенской метрике (то есть построение (1, 1)-
окрестности) с вероятностной точки зрения будет соответствовать
построению 1-окрестности того же узла на треугольной решётке. В
результате, статистические оценки порога перколяции в задаче уз-
лов для квадратной решётки с (1, 1)-окрестностью дают p∗c ≈ 0,504,
достаточно близкое к известному из [2] точному значению порога
перколяции в задаче узлов для треугольной решётки pc = 1

2 . Со-
поставление поведения функций мощности перколяционных кла-
стеров P ∗

∞(p) с найденными по методике [3] априорными оценками
порога перколяции pc при различных взвешивающих распределе-
ниях S ∼ B(1, 2), B(1, 1), B(2, 1) также согласуется с гипотезой о
применимости квадратной решётки с (1, 1)-окрестностью для моде-
лирования задачи перколяции узлов на треугольной решётке.
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РЕШЕНИЕ ПОЛУГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ
ДЕСКРИПТОРНОГО УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ

ПРОИЗВОДНЫХ
А.Х. Мохамад (Воронеж, ВГУ)

abdulftah.hosni90@gmail.com

Рассматривается уравнение

A
∂U

∂x
+B

∂U

∂y
= 0, (1)

где A, B — линейные замкнутые операторы, действующие в бана-
ховом пространстве E, domA = domB = E; оператор A обладает
свойством иметь число 0 нормальным собственным числом (далее,
0-НСЧ); dimKerA = 1, U(x, y) ∈ E, (x, y) ∈ [0, x0]× [0, T ].

Уравнение (1) носит название алгебро-дифференциального
уравнения в частных производных и относится к уравнениям со-
болевского типа. Вырожденные системы уравнений встречают-
ся в различных областях приложений: гидродинамике (уравнения
Навье-Стокса), теплотехнике (конвективный теплообменник), элек-
тротехнике и т.д.

Начально-краевая задача для уравнения (1) рассмотрена в ста-
тье [1] в случае более жестких условий на операторы A, B; требу-
ется существование левого регуляризирующего оператора.

Свойство 0-НСЧ позволяет расщеплять исходное уравнение
на уравнения в некоторых подпространствах Mλ и Nλ и решать
уравнения в этих подпространствах. В подпространствах Mλ, Nλ
ставится для (1) полуграничная задача (такие условия называют
условиями типа Шаудера):
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U(0, y) = ϕ(y) ∈Mλ, U(x, 0) = ψ(x) ∈ Nλ.

В настоящей работе определены условия, при которых решение
поставленной задачи существует, единственно в Nλ; получено ре-
шение в аналитическом виде.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ОБРАЗОВАНИЯ ГАЗОВЫХ
ГИДРАТОВ ПРИ РАБОТЕ КУПОЛА-СЕПАРАТОРА

УСТАНОВЛЕННОГО НА ДНЕ ОКЕАНА НАД
МЕСТОМ АВАРИЙНОГО ВЫБРОСА

ГИДРАТООБРАЗУЮЩЕГО ГАЗА И НЕФТИ1

А.А. Насыров, И.А. Чиглинцев, С.А. Лепихин (Бирск,
Бирский филиал БашГУ; Сургут, Филиал ТИУ в г.Сургуте)

nasaza@mail.ru

В работе рассматриваются теоретические основы функциониро-
вания «купола-сепаратора», предназначенного для сбора и последу-
ющей отгрузки газо-нефтяных выбросов в случае разрыва скважи-
ны вблизи дна глубоких водоемов, когда термобарические условия
благоприятны для образования газогидрата. На основе построен-
ной математической модели показан процесс наполнения углеводо-
родов в куполе из полиуретана, дополнительно утепленного пено-
полиуретаном, в условиях гидратообразования, а так же описаны
температуры собираемых нефти и газа и изменение толщины гид-
ратного слоя.
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1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 17-41-
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ОБ ОДНОМ НЕРАВЕНСТВЕ ДЛЯ ОПЕРАЦИИ
В-ЛИУВИЛЛЕВСКОГО ТИПА Iγ,−r (r > 0) НАД

ВЕСОВЫМИ ФУНКЦИЯМИ
ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО ТИПА

А.А. Никитина (Липецк, Липецкий филиал РАНХиГС)
nikitina.alex.alex@gmail.com

Пусть R+
N = R+

n ×RN−n, 1 6 n < N , x = (x′, x′′), x′ ∈ R+
n = {x′ :

x1 > 0, . . . , xn > 0}, x′′ ∈ RN−n. Переменную x′ размерности n, по
смыслу рассматриваемых здесь задач, будем называть весовой.

На основе j-функции Бесселя первого рода определяются сме-
шанные прямое и обратное преобразования Фурье-Бесселя, кото-
рые обозначим ϕ̂(ξ) = FB [ϕ](ξ) и ϕ̃(x) = F−1

B [ϕ](x) .
Следуя [1], [2], через Mγ

ν,p(R
+
N ) = Mγ

ν,p (1 6 p 6 ∞) обозна-
чим совокупность всех целых четных по каждой из переменной
x1, . . . , xn функций экспоненциального типа ν (обозначается этот
класс Eν,ev; терминалогия книги [2]), которые, как функции дей-
ствительного переменного x ∈ RN , принадлежат весовому классу
Лебега Lγp(R

+
N ).

Операцией В-лиувиллевского типа Iγ,r будем называть следу-
ющую конструкцию Iγ,rf = F−1

B

[
(1 + |x|2)− r

2FB [f ]
]
, где r — дей-

ствительное число.
Теорема 1. Пусть gν — целая четная по каждой из перемен-

ной x1, . . . , xn функция экспоненциального типа ν, т.е. gν ∈ Mγ
ν,p,

тогда для операции B-лиувиллевского типа Iγ,−rgν имеет место
следующее неравенство

‖Iγ,−rgν‖Lγ
p(R

+
N
) 6 κr(1 + ν)r‖gν‖Lγ

p(R
+
N
).
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РАВНОУГОЛЬНЫЕ ЖЕСТКИЕ ФРЕЙМЫ В
СЖАТЫХ ИЗМЕРЕНИЯХ1

С.Я. Новиков (Самара, Самарский университет)
nvks@ssau.ru

Традиционные методы обработки больших массивов данных
предполагают три основных этапа: сбор, сжатие, восстановление
информации. Наличие первого этапа требует создания больших
хранилищ.

Метод сжатых измерений предполагает выделять наиболее зна-
чимые данные измерений, игнорируя остальные, т.е. совместить
первые два этапа обработки данных в один.

Пусть x — неизвестный N -мерный вектор, имеющий не бо-
лее K ненулевых координат, так называемый K-разреженный век-
тор. Сжатые измерения направлены на построение относительно
небольшого количества измерений M, но так, чтобы можно было
построить конструктивный алгоритм для восстановления вектора
x.

Модель сжатых измерений представляется M ×N -матрицей Φ,
M ≪ N. строки которой – измерения, а результат измерений –
вектор

y = Φx.

Матрицы такого же типа являются при определенных ограни-
чениях матрицами операторов синтеза для фреймов конечномер-
ных пространств. Показано, что матрицы равноугольных жестких
фреймов являются оптимальными в задачах сжатых измерений.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 17-01-
00138).
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О ФУНКЦИОНАЛЬНОМ ИСЧИСЛЕНИИ В
ТЕНЗОРНОМ ПРОИЗВЕДЕНИИ ГИЛЬБЕРТОВЫХ

ПРОСТРАНСТВ1

М.Н. Орешина (Липецк, ЛГТУ)
m_oreshina@mail.ru

Пусть H1 и H2 — комплексные гильбертовы пространства со
скалярными произведениями 〈·, ·〉H1 и 〈·, ·〉H2 , причем в простран-
стве H2 задано разложение единицы E, сосредоточенное на некото-
ром множестве Ω. Как известно [1, 2], разложение единицы E позво-
ляет построить функциональное исчисление в H2, сопоставляющее
каждой измеримой по Борелю функции f : Ω → C оператор

ϕ(f) =

∫

Ω

f(λ) dE(λ).

Обозначим через B(H1) банахову алгебру всех линейных огра-
ниченных операторов A : H1 → H1. В докладе в гильбертовом тен-
зорном произведении H1⊗2H2 пространств H1 и H2 для оператор-
нозначных функций F : Ω → B(H1) строится функциональное ис-
числение вида

Φ(F ) =

∫

Ω

F (λ)⊗ dE(λ),

для которого

〈Φ(F )(x ⊗ y), x′ ⊗ y′〉H1⊗2H2
=

∫

Ω

〈F (λ)x, x′〉H1dEy,y′(λ),

где мера Ey,y′ определяется соотношением Ey,y′(ω) = 〈E(ω)y, y′〉H2 .
Обсуждаются свойства полученного функционального исчисления.

Теорема. Пусть A ∈ B(H1) и f : Ω → C — измеримая по
Борелю существенно ограниченная функция. Тогда для функции
F (λ) = Af(λ) справедливо представление Φ(F ) = A⊗ ϕ(f).
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1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и Липецкой области
(проект № 17-47-480305-р_а).
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ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ И КЛАССОВЫЕ ОЦЕНКИ
СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ

СЛАБЫХ ЖАДНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ
ПО ОРТОГОНАЛЬНЫМ СЛОВАРЯМ

А.С. Орлова (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова)
anastasia-orlova1@ya.ru

Применение к ортонормированному словарюD и приближанмо-
му элементу x из гильбертова пространства H чисто жадного алго-
ритма [1] приводит к класическим рядам Фурье, переупорядочен-
ным по убыванию модулей коэффициентов. Такое переупорядоче-
ние вполне естественно с точки зрения наилучшего n-членного при-
ближения [2, гл. 3, §4, п.4]. При применении слабого жадного алго-
ритма [3] с ослабляющей последовательностью {tn}∞n=1 ⊂ (0, 1] тре-
бование переупорядоченности модулей коэффициентов ряда Фурье
∞∑
n=1

x̂nen заменяется более слабым условием: |x̂n| > tn sup
k>n

|x̂k|. Для

упрощения записи далее будем считать, что пространство H = ℓ2 и
D — стандартный базис ℓ2.

Классовую оценку скорости убывания норм остатков слабо пе-
реупорядоченного ряда даёт следующая теорема [4].

Теорема 1. Пусть x ∈ ℓ1 ⊂ H. Тогда для всех натуральных n

справедлива оценка

∥∥∥∥∥
∞∑

l=n+1

x̂lel

∥∥∥∥∥
2

6
‖x‖1
2
√
Tn

, где Tn =
n∑
l=1

tl.

Однако, несмотря на то, что данная оценка скорости сходимости
асимптотически неулучшаема с точки зрения класса [4], при неко-
тором ограничении на ослабляющую последовательность {tn}∞n=1

классовая оценка скорости сходимости не совпадает по порядку с
индивидуальной оценкой скорости сходимости ни для какого нену-
левого вектора из ℓ1. Более точно, устанавливается следующая тео-
рема.

Теорема 2. Пусть x ∈ ℓ1 ⊂ H ненулевой, а ослабляющая после-
довательность {tn}∞n=1 такая, что для некоторого натурального

числа ν неравенство
νN+ν∑

n=νN+1

t2n > 1 выполняется при всех нату-

ральных N . Тогда существует последовательность натуральных

c© Орлова А.С., 2019

198



чисел {nk}∞k=1 такая, что

∥∥∥∥∥
∞∑

l=nk+1

x̂lel

∥∥∥∥∥
2

= o

(
‖x‖1√
Tnk

)
, k → ∞,

где Tn =
n∑
l=1

tl.
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АПРИОРНАЯ ОЦЕНКА РЕШЕНИЙ ОДНОЙ
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ В ПОЛОСЕ ДЛЯ

ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО
УРАВНЕНИЯ1

В.В. Панков (Воронеж, ВГУ)

В настоящее время интенсивно исследуются процессы с вырож-
дением, то есть процессы, в которых граница области оказывает
существенное влияние на процессы, происходящие вблизи грани-
цы. В этом случае на границе области может меняться как тип
уравнения, так и его порядок. В данной работе рассматривают-
ся краевые задачи для уравнений, являющихся эллиптическими
внутри области, которые на границе области меняют порядок по
одной из переменных. К таким уравнениям приводит математиче-
ское моделирование процессов фильтрации идеального баротроп-
ного газа в неоднородной анизотропной пористой среде, различных
процессов гидродинамики с сингулярной особенностью у парамет-
ров. Подобные уравнения возникают при моделировании процесса
распространения примеси в жидкокристаллическом растворе, на-
ходящемся во внешнем электрическом поле, при исследовании ста-

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования
и науки РФ (проект 14.Z50.31.0037).
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ционарной задачи о контакте мягкой оболочки с препятствием, при
расчете линейных стационарных магнитных осесимметричных по-
лей в неоднородных анизотропных средах. Такие уравнения явля-
ются, например, обобщением сингулярно возмущенных уравнений
конвекции – диффузии. В работе В.П. Глушко [1] были получены
оценки решений общей краевой задачи в полосе для вырождающе-
гося эллиптического уравнения высокого порядка, вырождающего-
ся а границе области в уравнение первого порядка по переменной
t. В работе А.Д Баева, В.П. Глушко [2] были получены априорные
оценки общей краевой задачи для одного вырождающегося уравне-
ния высокого порядка, которое вырождается на границе области в
уравнение второго порядка по переменной t. Уравнения, вырожда-
ющиеся в уравнения третьего порядка по переменной t, были изу-
чены в [3], [4]. Некоторые другие вырождающиеся уравнения были
рассмотрены в [5]–[7].

Рассмотрим в полосе Rnd = {x ∈ Rn−1, 0 < t < d}, где d > 0 —
некоторое число, уравнение

A(Dx, Dα,t, ∂t)v(x, t) = F (x, t), (1)

где A(Dx, Dα,t, ∂t)v = L2m(Dx, Dα,t)v + b(−1)k−1∂2k−1
t v,

L2m(Dx, Dα,t) =
∑

|τ |+j62m

aτjD
τ
xD

j
α,t, b, aτj — комплексные

числа, Im ba02m = 0, Dα,t = 1
i

√
α(t)∂t

√
α(t), ∂t = ∂

∂t ,
Dτ
x = i|τ |∂τ1x1

∂τ2x2
...∂

τn−1
xn−1 .

На границе t = 0 полосы Rnd задаются условия вида

Bj(Dx) v|t=0 =
∑

|τ |6mj

bτjD
τ
x∂

j−1
t v|t=0 = Gj(x), j = 1, 2, ..., k (2)

с комплексными коэффициентами bτj.
На границе t = d полосы Rnd задаются условия вида

v|t=d = ∂t v|t=d = ... = ∂m−1
t v|t=d = 0. (3)

Пусть выполнены следующие условия.
Условие 1. При всех (ξ, η) ∈ Rn справедливо неравенство

RebL2m(ξ, η) > c(1 + |ξ|2 + |η|2)m, где постоянная c > 0 не зави-
сит от (ξ, η).

Условие 2. Для некоторого s > 2m + max
16j6k

(mj) функция α(t)

принадлежит Cs−1[0, d] , причем α(0) = α′(0) = 0, α(t) > 0 при
t > 0.

200



Условие 3.
∑

|τ |6mj

bτjξτ 6= 0, j = 1, 2, ..., k при всех ξ ∈ Rn−1.

Рассмотрим интегральное преобразование Fα, которое на функ-
циях u(t) ∈ C∞

0 (R1
+) может быть записано в виде

Fα[u(t)](η) =

+∞∫

0

u(t) exp(iη

d∫

t

dρ

α(ρ)
)

dt√
α(t)

.

Это преобразование было введено в [7]. Для этого преобра-
зования можно построить обратное преобразование F−1

α , которое

можно записать в виде F−1
α [w(η)](t) = 1√

α(t)
F−1
η→τ [w(η)]

∣∣∣∣
τ=ϕ(t)

, где

τ = ϕ(t) =
d∫
t

dρ
α(ρ) , F−1

η→τ — обратное преобразование Фурье. Кро-

ме того, для преобразования Fα доказан аналог равенства Пар-
севаля, что дает возможность рассмотреть это преобразование не
только на функциях из L2(R

1
+), но и на некоторых классах обоб-

щенных функций. Из определения преобразования Fα следует, что
если u (t) ∈ Cs [0, d] и удовлетворяет условиям u (0) = ∂tu (0) = ... =

∂s−1
t (0) = 0, то справедливо равенство Fα

[
Dj
α,tu

]
(η) = ηjFα [u] (η)

при всех j = 0, 1, 2, ..., s.
С помощью преобразования Fα были построены псевдодиффе-

ренциальные операторы с вырождением. Исследование таких псев-
додифференциальных уравнений позволило получить априорные
оценки и теоремы о существовании граничных задач в полупро-
странстве для новых классов вырождающихся уравнений.

Введем пространства, в которых будет изучаться задача (1)–(3).
Определение 1. Пространство Hs,α, 2m

2k−1
(Rnd ) (s > 0 — целое

число) состоит из тех функций v(x, t) ∈ L2(R
n
d ), для которых ко-

нечна норма
‖v‖s,α, 2m

2k−1
=

{
[ (2k−1)s

2m ]∑

l=0

∥∥∥F−1
ξ→xF

−1
α [(1+|ξ|2+|η|2) 1

2 (s− 2m
2k−1 l)FαFx→ξ[∂

l
tv(x, t)]]

∥∥∥
2

L2(Rn
d
)
} 1

2 ,

где [ (2k−1)s
2m ] — целая часть числа (2k−1)s

2m .
Здесь Fx→ξ (F−1

ξ→x) — прямое (обратное) преобразование Фурье
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Если s — натуральное число такое, что число (2k−1)s
2m является

целым числом, то эта норма эквивалентна следующей норме

‖v‖s,α, 2m
2k−1

= {
∑

|τ |+j+ 2m
2k−1 l6s

∥∥∥Dτ
xD

j
α,t∂

l
tv
∥∥∥
L2(Rn

d
)
} 1

2 .

Обозначим через Hs(R
n−1) пространство Соболева – Слободец-

кого, норму в котором обозначим через ‖·‖ s

Справедливы следующие теоремы.
Теорема 1. Пусть s > max{2m, max

16j6k
(mj+

2m(j−1)
2k−1 )+ m

2k−1} —

целое число,m > 2k−1 и выполнены условия 1 – 3. Тогда для любого
решения v(x, t) задачи (1) – (3), принадлежащего пространству
Hs,α, 2m

2k−1
(Rnd ) справедлива коэрцитивная априорная оценка

‖v‖s,α, 2m
2k−1

6 c(‖Av‖s−2m,α, 2m
2k−1

+
k∑

j=1

‖Bj v|t=0‖s−mj− 2m(j−1)
2k−1 − m

2k−1

),

где постоянная c > 0 не зависит от v.
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РАЗВИТИЕ СТОХАСТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ
РАСПОЗНАВАНИЯ И ПРОГНОЗА СИЛЬНЫХ

И ОПАСНЫХ ЛЕТНИХ ОСАДКОВ
ПО ТЕРРИТОРИИ РОССИИ

Э.В. Переходцева (Москва,
Государственный технологический университет (МИРЭА),

Гидрометцентр России)
perekhod@mecom.ru

Возникновение летних сильных ливневых осадков количеством
Q>=15мм/12ч связано с развитием над определенными террито-
риями Европейской части России конвекции, вызванной прохож-
дением циклонов и фронтов разного типа. При этом выпадение
этих сильных ливней носит локальный характер. Поэтому прогно-
зирование осадков количеством Q>=15мм/12ч и более на опреде-
ленной станции является чрезвычайно трудной и актуальной за-
дачей синоптической практики, несмотря на развитие в последние
десятилетия гидродинамических моделей их прогноза (ГДМА), ис-
пользующих численные решения системы уравнений краткосроч-
ного прогноза погоды, включающей уравнения движения атмосфе-
ры, уравнение притока тепла, уравнение неразрывности и состо-
яния. Возникновение сильных и тем более опасных (количеством
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Q>=45мм/12ч) осадков связано с определенными аэросиноптиче-
скими и термодинамическими условиями, характеризуемыми зна-
чениями целого ряда параметров (предикторов)).

В 90-х годах была разработана первая стохастическая модель
распознавания метеорологических ситуаций, способствующих воз-
никновению летних осадков с выделением областей сильных осад-
ков. Эта модель была разработана автором на основе байесовско-
го подхода. В данной модели метеорологическая ситуация, спо-
собствующая возникновению указанных явлений, представлялась
как многомерный вектор X(A) = (x1(A), x2(A), . . . xn(A)), где n —
число потенциальных, физически обоснованных параметров атмо-
сферы (n = 38). Ставилась задача — разделить с минимальными
ошибками выборку векторов наличия явлений A — архив {X(A)}
и их отсутствия — архив {X(B)}. С целью уменьшения размер-
ности пространства признаков n была проведена методом графов
диагонализация средней матрицы корреляции бинарных коэффи-
циентов корреляции всех признаков R. Далее был проведен отбор
наиболее информативных предикторов — представителей диаго-
нальных блоков. В результате из 38 признаков был выбран вектор-
предсказатель из семи наиболее информативных слабо зависимых
предикторов, в том числе температура и влажность у Земли, гори-
зонтальный градиент приземной температуры, влажность в сред-
ней тропосфере, лапласиан давления у земли. Диагноз летних осад-
ков в пункте осуществлялся по значениям линейной дискриминант-
ной функции U(X), зависящей от семи отобранных предикторов:

U(X) = [X − (M(A) +M(B))/2]′V −1[M(A)−M(B)]+

+ ln[P (A)C(B/A)/P (B)C(A/B),

т.е. U(X) представлялась как линейная сумма фактических значе-
ний выбранных семи параметров в заданном пункте с рассчитан-
ными весовыми коэффициентами и свободным членом. При этом
минимизировались ошибки первого и второго рода a и b, чтобы
критерий успешности Пирси-Обухова T = 1−a− b был максималь-
ным. Диагноз факта явлений осадков давался при U(X) > 0, про-
гноз — при том же условии, но в U(X) использовались при тех же
коэффициентах дискриминантной функции прогностические зна-
чения выбранных семи параметров атмосферы. Прогностическими
значениями параметров в полностью автоматизированном прогнозе
являлись гидродинамические прогнозы метеоэлементов, получен-
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ные из первой оперативной модели краткосрочного прогноза пого-
ды (автор — Беркович Л.В). Модель имела горизонтальное разре-
шение 150х150км. Именно в узлах ее сетки, покрывающей террито-
рию ЕТР, и рассчитывались значения прогностической дискрими-
нантной функции и вероятности прогноза в процентах по формуле
P (X) = 100/(1 + exp(−U(X)).

На карте ЕТР по вероятностям в узлах сетки P(X)>=98% выде-
лялись области, где давался категорический прогноз сильных лив-
невых осадков количеством более14мм/12ч. Метод успешно прошел
испытания в пяти Управлениях по гидрометслужбе (УГМС), был
принят в качестве вспомогательного для синоптической практики
и прогнозы [1] в последующие 15 лет до 2006г передавались опера-
тивно в эти пять Управлений два раза в сутки.

С 2007 года проходила адаптация полученных решающих пра-
вил прогноза к выходным полям новой региональной гидродинами-
ческой модели (автор — Лосев В.М.) с горизонтальным разреше-
нием 75х75км. В 2012-2013гг. новая гидродинамико-статистическая
модель прогноза сильных осадков (количеством более 14мм/12ч),
использующая прогностические выходные данные региональной
модели, проходила верификацию в лаборатории испытаний Гидро-
метцентра России. По результатам испытаний модель значительно
превосходила по предупрежденности явлений (Р.>=70%) и по кри-
терию Пирси-Обухова (T=0,45-0,5) все гидродинамические модели,
по которым предупрежденность этих осадков составляла 5-25%, а
Т<0,2 [ 2 ].

В настоящее время заблаговременность прогноза сильных, а
также очень сильных осадков увеличена до 48ч. В новой техноло-
гии, разработанной совместно с автором графического пакета стар-
шим научным сотрудником Гидрометцентра России Алферовым
Ю.В., на сайт ГВЦ выкладываются теперь два раза в сутки цветные
карты прогноза сильных и опасных ливневых осадков с заблаговре-
менностью 12-24-36-48ч [2]. В докладе приводятся сравнительные
независимые оценки автоматизированного прогноза летних осадков
количеством Q>=15мм/12ч по станциям ЕТР и Сибири, где так-
же результаты прогноза по гидродинамико-статистической модели
оказались наилучшими. По критерию Пирси-Обухова этот автома-
тизированный гидродинамико-статистический метод прогноза, ис-
пользующий разработанные стохастические модели прогноза, явля-
ется наиболее успешным. По результатам независимых испытаний
прогноза сильных осадков летом 2018г предупрежденность днев-
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ных и ночных сильных ливней по станциям с заблаговременностью
12ч и 24ч составила около 71%, в то время, как по отечественным
и зарубежным моделям она составила 9-20% Приводятся таблицы
сравнительных оценок прогноза за 5 последних лет и наиболее ин-
тересные случаи прогноза, в том числе для Центрального Феде-
рального округа [4] и для территории Северного Кавказа, где они
зачастую вызывают сильные наводнения, сели и оползни [3 ].
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О ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ВКЛЮЧЕНИЯ ДРОБНОГО

ПОРЯДКА В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ1

Г.Г. Петросян, М.С. Афанасова (Воронеж, ВГПУ)
garikpetrosyan@yandex.ru

Для полулинейного дифференциального включения дробного
порядка в сепарабельном банаховом пространстве E:

CDqx(t) ∈ Ax(t) + F (t, x(t), xt), t ∈ [0, T ], (1)

1 Работа выполнена при поддержке Министерства образования и науки
Российской Федерации в рамках проектной части государственного задания
(проект № 1.3464.2017 / 4.6).
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с граничным условием:
x(0) = x(T ) (2)

где CDq дробная производная Капуто порядка q ∈ (0, 1), xt(θ) =
x(t + θ), θ ∈ [−h, 0], T > h > 0, доказывается существоние инте-
гральных решений при выполнении следующих и некоторых до-
полнительных условий:

(A) A : D(A) ⊆ E → E -линейный замкнутый оператор
(не обязательно ограниченный), порождающий ограниченую C0–
полугруппу {U(t)}t>0 ,

на мультиоператор F : [0, T ]× E → Kv(E) накладываются сле-
дующие условия: (F1) для всех x ∈ E мультифункция F (·, x, xt) :
[0, T ] → Kv (E) допускает сильноизмеримое сечение;

(F2) для п.в. t ∈ [0, T ] мультифункция F (t, ·, ·) : E → Kv (E)
полунепрерывна сверху;

(F3) существует функция α ∈ L∞
+ ([0, T ]) такая, что

‖F (t, x)‖E 6 α(t)(1 + ‖x(t)‖E + ‖xt‖C([−h,0];E)) для п.в. t ∈ [0, T ],

(F4) существует функция µ ∈ L∞([0, T ]) такая, что для любых
ограниченных множеств Ω ⊂ E,∆ ⊂ C([−h, 0];E) выполняется:

χ(F (t,Ω)) 6 µ(t)(χ(Ω) + ϕ(∆)),

для п.в.t ∈ [0, T ], где χ мера некомпактности Хаусдорфа в E,
ϕ(∆) = sup−h6θ60 χ(∆(θ)), ∆(θ) = {y(θ), y ∈ ∆} , θ ∈ [−h, 0].
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АППРОКСИМАЦИЯ ДРОБНЫХ УРАВНЕНИЙ1

С.И. Пискарев (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова)
piskarev@gmail.com

Известно, что свойство максимальной регулярности играет клю-
чевую роль в решении различных типов уравнений в частных про-
изводных с помощью функционально-аналитических методов [1].
В [1] указано, что в пространстве Cγ0 ([0, T ];E) аналитичность C0-
полугруппы эквивалентна максимальной регулярности (коэрцитив-
ной разрешимости) задачи с уравнением первого порядка.

В то же время имеется большое количество работ, посвящен-
ных максимальной регулярности для дифференциальных уравне-
ний второго порядка. В [2] авторы рассмотрели слабую максималь-
ную регулярность для гиперболических дифференциальных урав-
нений второго порядка в пространствах Cγ([0, T ];E), C([0, T ];Eθ) и
Lp([0, T ];Eθ), соответственно, где Eθ - интерполяционное простран-
ство.

В последнее время дробные дифференциальные адачи стали од-
ной из актуальных тем исследований из-за их широкого примене-
ния в области физики, техники, биологии и т. д.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 17-51-
53008 и 16-01-00039).
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Мы исследуем коэрцитивность в пространстве Cγ0 ([0, T ];E) для
задачи Коши

{
Dβu(s) = Au(s) + f(s), 0 < s 6 T,
u(0) = u0,

(1)

в абстрактном пространстве E, где оператор A является генера-
тором аналитического разрешающего семейства, а Dβ - дробная
производная по Капуто с β ∈ (0, 1).
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ВОССТАНОВЛЕНИЕ СХОДЯЩИХСЯ ДИСКРЕТНЫХ
МАРТИНГАЛОВ

M.Г. Плотников (Вологда, ВоГУ, ВГМХА)
mgplotnikov@gmail.com

В работе [1] описаны множества единственности для рядов Ха-
ара со степенной мажорантой частичных сумм, а в [2] — с произ-
вольной мажорантой, удовлетворяющей некоторому естественному
условию. В [1] также решалась задача о восстановлении рядов Ха-
ара, сходящихся вне множеств единственности, по их сумме.

Частичные суммы рядов Хаара с номерами S2k можно рассмат-
ривать как мартингалы на некотором вероятностном пространстве
(Ω,F ,P) с фильтром {Fk}. Хорошо известно (см., напр., [3]) что
если мартингал (Xk) п.н. сходится к суммируемой случайной вели-
чине X , то Xk

п.н.
= E (X |Fk) для всех k тогда и только тогда, когда

мартингал (Xk) равномерно интегрируем. В [4] данный результат
обобщен на мартингалы, сходящиеся к A-интегрируемым с.в.

Мы изучаем ряд задач восстановления мартингалов, заменяя, в
духе теории единственности ортогональных рядов, сходимость п.н.
на поточечную сходимость. При этом накладываются ограничения
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на рост мартингалов, в стиле работ [1] и [2]. Наличие фильтра {Fk}
дает естественный способ наделить пробное множество Ω струк-
турой топологического пространства. Тогда возможность восстано-
вить мартингал по его пределу зависит от размера множества точек
расходимости, а также от топологических свойств Ω.
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УТОЧНЕНИЕ ДОСТАТОЧНОГО УСЛОВИЯ
УСТОЙЧИВОСТИ РАВНОВЕСИЯ В МОДЕЛИ

МИГРАЦИЙ С ПРОИЗВОДСТВОМ1

И.П. Половинкин1, М.В. Половинкина2,
С.А. Рабееах3 (Воронеж, 1,3Воронежский государственный

университет, 2Воронежский государственный университет
инженерных технологий)

polovinkin@yandex.ru

Рассмoтрим в плoскoсти переменных x, y oграниченную oбласть
Ω с кусoчнo гладкoй границей Γ и диаметрoм d. Рассмoтрим в oб-
ласти Ω уравнение

∂p

∂t
= p(1+α(βp2−p3)−γp)+1

6
∆(α(3βp2−2p3))+(u+(p−σ)2v)·p, (1)

где p – искoмая функция, p = p(x, y, t) ∈ C2(Ω)
⋂
C1(Ω) при каждoм

t > 0, ∆ = ∇2 = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 – oператoр Лапласа, α > 0, β >

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 16–06–
00535)
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0, γ > 0, u,v – постоянные векторы, определяющие интенсивность
и направление автономных компонентов перемещения. Уравнение
(1) предложено Т.Пу [1] в качестве замены уравнения Хотеллинга
для моделирования миграционных процессов с учетом воспроизвод-
ства ресурсов.

Пусть π(x, y) – стациoнарнoе решение уравнения (1). Неравен-
ство

1 + α(3βπ2 − 4π3)− 2γπ + (12απ(π − σ)(β − π)∇π−

−(π − σ)∇(π − σ)−∇(π − σ)) · v − 3u · ∇(απ(β − π))−
−απ(β − π)/d2 < 0

является достаточным условием устойчивости стационарного реше-
ния уравнения (1). Это условие является менее жестким, чем усло-
вие в [1], которое не содержит последнего слагаемого в левой части
неравенства.

Литература
1. Пу Т. Нелинейная экономическая динамика / Т. Пу. – Ижевск:
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ОБ ОДНОМ СЕМЕЙСТВЕ ОДНОРОДНЫХ
РИМАНОВЫХ МЕТРИК

М.В. Половинкина (Воронеж, Воронежский государственный
университет инженерных технологий)

polovinkina-marina@yandex.ru

Сингулярный B-эллиптический оператор (см. [1], [2]) вида

∆B =
N∑

k=1

(
∂2/∂x2k + γk/xk ∂/∂xk

)
= xµΛω,

содержащий в качестве слагаемых операторы Бесселя, с точностью
до множителя xµ = xµ1

1 . . . xµN
n , µ = (µ1, . . . , µN ), µk = 2γk/(N − 2),

k = 1, . . . , N, N > 3, совпадает с оператором Лапласа-Бельтрами
[3] Λω в метрике

ds2 = xµ
N∑

k=1

dx2k.
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Здесь µ2
1 + · · ·+ µ2

N > 0, xk > 0 при µk 6= 0, xk ∈ R при µk = 0.
Однопараметрическая группа с инфинитезимальным операто-

ром [3]

N∑

k=1

ξk(x)∂/∂xk

может быть действующей во всем пространстве группой изометрий

в этой метрике лишь в случае
N∑
k=1

µk = −2. При этом

ξk = Cxk

N∏

s=1

x−2
s .

При µk = 0, k = 1, . . . , N−1, µN = −2, ds2 — метрика Лобачевского.

Литература
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ным уравнениям с В-потенциальными ядрами / Л.Н. Ляхов. — Ли-
пецк, 2007. — 232 с.

3. Ибрагимов Н Х. Группы преобразований в математической
физике /Н.Х. Ибрагимов. — М. : Наука, 1983. — 280 с.

ОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ СВЕРТКИ В
ПРОСТРАНСТВАХ УЛЬТРАДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ

ФУНКЦИЙ НА ПРЯМОЙ
Д.А. Полякова (Ростов-на-Дону, ЮФУ;
Владикавказ, ЮМИ — филиал ВНЦ РАН)

forsites1@mail.ru

В работе исследуются однородные уравнения свертки

Tµf = 0 (1)

c© Полякова Д.А. , 2019

212



в пространствах ультрадифференцируемых функций нормального
типа на числовой прямой

E1
(ω)(R) =

{
f ∈ C∞(R) : ∀q ∈ (0, 1) , ∀l ∈ (0,∞)

sup
j∈N0

sup
|x|6l

|f (j)(x)|
eqϕ

∗

ω(j/q)
<∞

}
.

Здесь ω — весовая функция; ϕ∗
ω — сопряженная по Юнгу с ω(ex);

µ — символ оператора свертки Tµ, представляющий собой целую
функцию с определенными ограничениями роста.

Уравнения (1) включают в себя как частный случай дифферен-
циальные уравнения бесконечного порядка с постоянными коэффи-
циентами

∑∞
k=0 akf

(k) = 0 и некоторые разностные уравнения.
Последовательность (λs)∞s=1 нулей символа µ порождает элемен-

тарные решения (−ix)ke−iλsx, 0 6 k < ks, уравнения (1) (ks —
кратность нуля λs). В работе проведена специальная группировка
нулей символа µ. На основании этого установлено, что в простран-
стве всех решений уравнения (1) имеется абсолютный базис, состоя-
щий из линейных комбинаций элементарных решений, отвечающих
сгруппированным нулям.

Несмотря на то, что методика подобных исследований достаточ-
но хорошо известна, в процессе выполнения работы возникли новые
интересные вопросы, связанные с теорией роста целых функций.

Полученные результаты вместе с результатами предшествую-
щих работ позволяют выписать общее решение неоднородного урав-
нения свертки Tµf = g в рассматриваемом пространстве.

ЯВЛЕНИЕ БУФЕРНОСТИ В МОДЕЛИ ДВУХ
СИНАПТИЧЕСКИ СВЯЗАННЫХ ОСЦИЛЛЯТОРОВ

НЕЙРОННОГО ТИПА1

М.М. Преображенская
(Ярославль, ЯрГУ им. П.Г. Демидова)

rita.preo@gmail.ru

Рассмотрим систему дифференциально-разностных уравнений

u̇1 = [λf(u1(t− 1)) + b g(u2(t− h)) ln(u∗/u1)]u1,
u̇2 = [λf(u2(t− 1)) + b g(u1(t− h)) ln(u∗/u2)]u2,

(1)

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-29-
10055).
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моделирующую поведение двух нейронов с запаздывающей синап-
тической связью. Эта феноменологическая модель основана на идее
быстрой пороговой модуляции (fast threshold modulation) и являет-
ся модификацией модели, предложенной в статье [1]. Отличие со-
стоит в наличии запаздывания h > 1 в цепи связи. Здесь u1(t),
u2(t) > 0 — нормированные мембранные потенциалы нейронов;
λ ≫ 1 характеризует скорость протекания электрических процес-
сов; u∗ = exp(cλ) — пороговое значение, управляющее взаимодей-
ствием, c = const ∈ R; b = const > 0. Функции f(u), g(u) ∈ C2(R+)
таковы, что

f(0) = 1, g(0) = 0; ∀u > 0 g(u) > 0; a > 0; при u→ +∞
f(u) + a, g(u)− 1, uf ′(u), u2f ′′(u), ug′(u), u2g′′(u) = O

(
u−1

)
.

Выполним замену uj = exp(λxj), j = 1, 2. Тогда в качестве пре-
дельного объекта при λ→ +∞ получим релейную систему

ẋ1 = R(x1(t− 1)) + b (c− x1)H(x2(t− h)),

ẋ2 = R(x2(t− 1)) + b (c− x2)H(x1(t− h)),
(2)

R(x)
def
=

{
1 при x < 0,

−a при x > 0,
H(x)

def
=

{
0 при x < 0,

1 при x > 0,

для которой удается обнаружить наличие явления буферности.
Определение 1. Под буферностью понимаем наличие у дина-

мической системы сколь угодно большого количества сосуществу-
ющих аттракторов с механизмом их накопления.

В нашей работе обосновано следующее:
В пространстве параметров системы (2) существует область

значений, для которых по любому n можно найти такое h, что
в фазовом пространстве системы (2) сосуществует n− 1 устой-
чивое решение. При этом, компоненты x1(t) и x2(t) имеют соот-
ветственно m и n−m (m = 1, . . . , n− 1) относительно коротких
промежутков положительности, сменяющихся продолжитель-
ным промежутком отрицательности.

Для системы (1) численное моделирование с соответствующими
начальными условиями также обнаруживает явление буферности.

В следствие экспоненциальной связи функций ui и xi, i = 1, 2,
свойства решения, описанные в утверждении, означают, что u1(t)
и u2(t) обладают m и n −m всплесками соответственно. В нейро-
динамике такое поведение называют bursting-эффектом.
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Определение 2. Под bursting-эффектом подразумеваем чере-
дование нескольких подряд идущих высокоамплитудных всплесков,
сменяющихся асимптотически малыми значениями мембранного
потенциала.

Отметим, что полученные эффекты (буферность и bursting) воз-
никают за счет запаздывания в цепи связи.

Литература
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ПРОИЗВОДЯЩАЯ ФУНКЦИЯ ЧИСЛА ЗАЯВОК СМО
С ДИФФУЗИОННОЙ ИНТЕНСИВНОСТЬЮ

ВХОДНОГО ПОТОКА И НУЛЕВЫМ
КОЭФФИЦИЕНТОМ СНОСА

Д.Б. Прокопьева, Т.А. Жук, Н.И. Головко
(Владивосток, ДФУ)

prokopievad@yandex.ru, Tatyana_zhukdv@mail.ru,
ygolovko@yahoo.com

В качестве моделей информационных систем и их элементов
применяются системы массового обслуживания. Статистический
анализ потока заявок, поступающих на web-серверы, показывает
диффузионный характер изменения интенсивности входного пуас-
соновского потока. В данной работе исследуется математическая
модель СМО в виде системы уравнений относительно стационар-
ных характеристик числа заявок в СМО с диффузионной интен-
сивностью входного потока. Получена краевая задача относительно
вспомогательной производящей функции в стационарном режиме.

Рассмотрим систему массового обслуживания с одним обслужи-
вающим прибором, с экспоненциальным обслуживанием с интен-
сивностью µ, бесконечной емкостью накопителя.

Обозначим через qk(x), k > 0, совместное стационарное распре-
деление числа заявок ν и интенсивности λ входного потока в ста-
ционарном режиме: qk(x) = P{ν = k, x 6 λ < x+ dx}/dx.

В работе [1] приведена система дифференциальных уравнений
относительно стационарных характеристик числа заявок qk(x). Для
решения этой системы уравнений в данной работе рассмотрим вспо-
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могательную неоднородную систему уравнений относительно неиз-
вестных функций gk(x), k ∈ Z, Υ(x) :

−xg0 (x) + µg1 (x) +
b

2
q′′0 (x) = µg0 − xf(x), α < x < β,

xgk−1 (x)− (x+ µ) gk (x) + µgk+1 (x) +
b

2
g′′k (x) = 0, −∞ < k 6 −2,

xg−2(x) − (x+ µ) g−1(x) + µg0(x) +
b

2
g′′−1(x) = µΥ(x), k = −1,

xg−1(x) − (x+ µ) g0(x) + µg1(x) +
b

2
g′′0 (x) = −xf(x), k = 0,

xgk−1 (x) − (x+ µ) gk (x) + µgk+1 (x) +
b

2
g′′k (x) = 0, 1 6 k <∞,

с краевыми условиями g′k(xi) = 0, x1 = α, x2 = β, −∞ < k <∞.
Для решения данной краевой задачи введем вспомогательную

производящую функцию [2]:

F (x, z) =

∞∑

k=−∞
gk(x)z

k, z ∈ C.

Неоднородная краевая задача относительно производящей
функции F (x, z) имеет вид:

F ′′
xx(x, z)− h

(
x− µ

z

)
F (x, z) = Ψ(x, z),

где h = 2
b (1− z), Ψ(x, z) = 2

b

[
µ
zΥ(x)− xf(x)

]
.

∂F (xi, z)/∂x = 0, x1 = α, x2 = β.
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ПОСТРОЕНИЕ УПРАВЛЕНИЯ В ФОРМЕ ОБРАТНОЙ
СВЯЗИ ДЛЯ ЛИНЕЙНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ

СИСТЕМЫ
Е.В. Раецкая (Воронеж, ВГЛТУ им .Г.Ф. Морозова)

raetskay@inbox.ru

Рассматривается линейная стационарная динамическая система

ẋ(t) = B(t)x(t) +D(t)u(t), (1)

где x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm„ B(t) и D(t) − матрицы соответствующих
размеров, t ∈ [t0, tk].

Здесь x(t) — вектор-функция состояния системы, u(t) — управ-
ляющая вектор-функция, управление.

Для полностью управляемой системы (1) разработан алгоритм
построения управления в виде обратной связи, позволяющей по-
высить устойчивость системы за счет размещения характеристи-
ческих полюсов замкнутого контура в левой полуплоскости. Ал-
горитм предполагает поэтапный переход к эквивалентным систе-
мам в подпространствах и за счет конечномерности пространств
полностью реализуется за конечное (не превышающее размерности
исходного пространства) число шагов ([1]–[4]). Выявляются свой-
ства матричных коэффициентов, обеспечивающие возможность за-
мыкания системы обратной связью; строятся функция состояния и
управление в виде обратной связи.
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4. Raetskaya E. V. Solution of the Caushy Problem for Two
Descriptive Equations with Fredholm Operator / S. P. Zubova,
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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ГЛАДКИХ ФУНКЦИЙ
К.А. Раецкий (Воронеж, ВГУ)

raetskiy@mail.ru

При решении некоторых задач управления линейными динами-
ческими системами эффективно использование функций ϕ(t), t ∈
[t0, tk], таких, что производные некоторых порядков от этой функ-
ции являются линейно независимыми. Необходимость таких функ-
ций возникает, например, при решении задачи управления для си-
стемы с дополнительной известной входной функцией f(t):

dx(t)

dt
= Bx(t) +Du(t) + f(t), x(ti) = xi, i = 0, k, (1)

где x(t), f(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm; A, B — матрицы соответствующих
размеров, t0 < t1 < ... < tk.

Введем понятие класса функций ЛНП-k.
Функция ϕ(t) принадлежит классу ЛНП-k на [t0, tk], если сама

функция ϕ(t), и её производные до k− 1-го порядка включительно
являются линейно независимыми.

К примеру, cost ∈ ЛНП-2, tn−1 ∈ЛНП-n на любом отрезке.
Теорема 1. Для любой n раз дифференцируемой функции f(t)

существует функция ϕ(t) ∈ ЛНП-(n+1) такая, что f(t) предста-
вима на [t0, tk] с определенной точностью в виде линейной комби-
нации функции ϕ(t) и ее производных до (n+ 1)-го порядка.

К примеру, cost представим в виде линейной комбинации произ-
водных от функции (1+ t)−1 с любой точностью на любом отрезке.
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МЕТОДЫ ИДЕНТИФИКАЦИИ
ПРОСТРАНСТВЕННЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

ИНТЕНСИВНОСТИ ЛАЗЕРНЫХ ПУЧКОВ ДЛЯ
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

ПАРАМЕТРАМИ ЛАЗЕРА
A.M. Райцин (Москва, МТУСИ)

arcadiyram@rambler.ru

Для успешной работы оптико-электронных систем с примене-
нием лазеров необходимо иметь лазерный пучок с пространствен-
ным распределением интенсивности (РИ) в его поперечном сечении,
близким к Гауссу (основная мода TEMoo). Такие лазерные пучки
имеют самый малый дифракционный угол расходимости, что важ-
но при их практическом использовании.

В связи с этим, для разработчиков лазеров и систем на их основе
важной задачей является необходимость идентификации простран-
ственного РИ излучения в поперечном сечении пучка, а, именно,
определение сходства его РИ с распределением Гаусса («эталон-
ное» РИ) и получение информации для оптимального управления
параметрами лазера с целью дальнейшей корректировки РИ. В [1]
рассмотрен такой метод, основанный на применении функционала
– логарифмического момента, принимающего максимальное значе-
ние для РИ Гаусса, и являющийся альтернативой известной стан-
дартизованной характеристике M2 [2], практическая реализация
которой является более сложной.

В данной работе рассматривается новая характеристика для
идентификации РИ, основанная на применении интегрального
неравенства Коши–Буняковского, позволяющая рассматривать бо-
лее широкий класс «эталонных» РИ.

Рассмотрим интегрируемое на (−L;L) по координате x иденти-
фицируемое РИ I (x, y, z) в заданном поперечном сечении лазерного
пучка z = z0 при фиксированной координате y = y0 (одномерный
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случай), I (x, y, z0) = I (x, y0, z0) = I (x), а также «эталонное» РИ
Ψ(x), интегрируемое на том же промежутке.

Тогда справедливо неравенство Коши – Буняковского(
L∫

−L
I (x)Ψ (x) dx

)2

6
L∫

−L
I2 (x) dx ·

L∫
−L

ψ2 (x) dx.

Введем меру δ сходства идентифицируемого РИ с «эталонным»

δ =

(
L∫

−L
I (x)Ψ (x) dx

)2

L∫
−L

I2 (x) dx ·
L∫

−L
ψ2 (x) dx

6 1,

где РИ I (x),Ψ(x) > 0.
Очевидно, что 0 6 δ 6 1. Равенство δ = 1 достигается, когда

I (x) = λΨ(x),λ ∈ R, т.е. при совпадении с точностью до λ иденти-
фицируемого и «эталонного» РИ.

Так, для «эталонного» РИ Гаусса Ψ(x) = S(x/L)2 ,принимающего
на границах промежутка −L и L значение S, мера δ имеет вид

δ =

√
−2 lnS /π

(
L∫

−L

I(x)Ψ(x)dx

)2

L erf(
√
−2π lnS)

L∫
−L

I2(x)dx

.

Мера δ позволяет определять степень сходства идентифицируе-
мого РИ также с модами резонатора лазера высших порядков путем
задания соответствующего «эталонного» РИ Ψ(x)в виде полинома
Эрмита.

Управление параметрами резонатора лазера, изменяющих РИ
на его выходе, производится с одновременным контролем прибли-
жения меры δ к единице.
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Techniques, 2015. — Vol. 58. — Issue 6. — P. 630–633.

2. ГОСТ Р ИСО 11146–2008. Лазеры и лазерные установки (си-
стемы). Методы измерений ширин, углов расходимости и коэффи-
циентов распространения лазерных пучков. Ч. 1. — М. : Стандарт-
информ, 2010.

220



ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ
УРАВНЕНИЙ С СИЛЬНЫМИ ОСОБЕННОСТЯМИ

В МЛАДШИХ КОЭФФИЦИЕНТАХ
А.Б. Расулов, Ю.С. Федоров, А.М. Сергеева

(Москва, НИУ МЭИ )
rasulovab@mpei.ru, FedorovYS@mpei.ru, hmelevs@ya.ru

Пусть область D содержит множество сверхсингулярных точек
z0 = 0, z = zj 6= 0, j = 1,m и ограничена простым ляпуновским
контуром Γ ориентированным против часовой стрелки. Удобно по-
ложить D0 = D \ {z0, z1, z2, ..., zm} и Dε = D ∩ {Σm0 |z − zj | > ε} с
малым ε > 0 и пусть для краткости

ρj(z) = (z̄ − z̄j)|z − zj|nj−1, nj > 1; ρ0(z) = |z|m, 0 < m < 2. (1)

В области D0 рассмотрим уравнение Бицадзе с сингулярными
коэффициентами следующего специального вида:

uz̄z̄ +
m∑

j=1

aj
ρj
uz̄ +

a0
Πm1 ρj

u+
b

ρ0
ū = f, (2)

где aj , b ∈ C(G), j = 0,m и a0 = −(AB + B2)
∏m

1 ρj с некоторой
функцией B(z) ∈ C(G), аналитической в области D. Под его ре-
шением понимается функция u ∈ C(D0) ∩ C1(D0), допускающая
вторую обобщенную производную по z из класса Lp(Dε) для любо-
го ε > 0.

Для этого уравнения найдено интегральное представление об-
щего решения через двух произвольных аналитических функций[1]
и поставлена задача Римана – Гильберта. C помощью представле-
ния общего решения уравнения (2), эта задача будет редуцирована
к последовательному решению двух задач Римана – Гильберта для
аналитических функций.
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ОБ ОДНОМ УСЛОВИИ ВОССТАНОВЛЕНИЯ
СИГНАЛА БЕЗ ФАЗ

Д.А. Рогач (Самара, Самарский университет)
ida@ssau.ru

В работе рассматривается пространство H = CM со скаляр-

ным произведением 〈x, y〉 =
N∑
n=1

xnȳn и его подмножество F =

{f1, ..., fN} ⊂ H, N > M , которое является фреймом, если ∃
0 < A 6 B < ∞, такие что для любого вектора x ∈ H справед-
ливо:

A‖x‖2 6

N∑

n=1

|〈x, fn〉|2 6 B‖x‖2.

Фрейм F будем называть восстанавливающим без фаз (ВБФ)-
фреймом, если нелинейное отображение β : Ĥ → RN , (β(x̂))n =
|〈x, fn〉|2, 1 6 n 6 N инъективно.

В пространстве RM найдено необходимое и достаточное усло-
вие ВБФ-фрейма, так называемое условие альтернативной полно-
ты, достаточно удобное для проверки. В пространстве CM анало-
гичное условие неизвестно.

В работах R.Balan [2] доказана
Теорема. F — восстанавливающий без фаз тогда и только

тогда, когда для ∀x, y ∈ H cуществует a > 0 такое, что

M∑

m=1

∣∣∣|〈x, fm〉|2− |〈y, fm〉|2
∣∣∣
2

> a
(
‖x− y‖2‖x+ y‖2− 4(imag(〈x, y〉))2

)
.

Показаны примеры применения предложенного критерия.
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НЕКОТОРЫЕ ДОПОЛНЕНИЯ К ТЕОРИИ
НАДЕЖНОСТИ ШЕННОНА–МУРА

В.А. Родин, С.В. Синегубов (Воронеж, ВИ МВД РФ)
rodin_v@mail.ru, sinusdvm@mail.ru

П1. Теоретические первоначальные исследования возможно-
стей управления надежностью сложных систем принадлежат Дж.
Фон Нейману. Используя теорему о неподвижной точке Э. Мур и
К. Шеннон [2] на примере системы релейных сетей показали, что
из реле недостаточной надежности можно создать сеть с заданной
надежностью.

Определение. Под надежностью элемента будем понимать
вероятность его безотказной работы за время t не меньшее, чем
фиксированное время T : p = P (t > T ). Рассматриваются одина-
ковые элементы с одним и тем же временным ограничением T .
Указанные элементы объединяются в различные структуры. На-
дежность этих структур будем обозначать функциями H(p) с
разными индексами. Надежность данных структур зависит от
p, числа элементов в структуре и способа организации структу-
ры.

П2. Предположим, что последовательно-параллельная структу-
ра (ППС) содержит n последовательно соединенных блоков, содер-
жащих k(n) параллельно соединенных элементов с одинаковой на-
дежностью p (Рис.1). Надежность такой системы вычисляется по
формуле H1(p, n) =

[
1− (1− p)k(n)

]n
.

. . . . . . . . .

. . .

Рис. 1: n – число последовательно соединенных блоков, k(n) – число
параллельно соединенных элементов

Теорема 1. 1) Если lim
n→∞

log2n/k(n) = ∞, то lim
n→∞

H1(p, n) = 0.

2) Если lim
n→∞

log2n/k(n) = 0, то lim
n→∞

H1(p, n) = 1.

3) Если lim
n→∞

log2n/k(n) = C, и C > 0, то имеют место сле-

дующие возможности, характеризующие поведение функции на-
дежности системы:
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3.1) если C > −log2(1− p), то H1(p, n) → 0 при n→ ∞;
3.2) если C < −log2(1− p), то H1(p, n) → 1 при n→ ∞.
4) Для любых α > 0 и p ∈ (0,1) можно так выбрать соотно-

шение размеров k(n) и n, что lim
n→∞

H1(p, n) = exp(−α).
П3. Предположим теперь, что ППС содержит в каждой парал-

лельной линии n последовательно соединенных элементов с надеж-
ностью p. Вся сеть состоит из k(n) таких параллельно соединенных
линий (Рис.2). Надежность такой системы вычисляется по формуле
H2(p, n) = 1− (1− pn)

k(n)
.

. . .

. . .

. . .

Рис. 2: n – число последовательно соединенных элементов, k(n) –
число параллельно соединенных блоков

Теорема 2. 1) Если lim
n→∞

log2k(n)/n = 0, то lim
n→∞

H2(p, n) = 0.

2) Если lim
n→∞

log2k(n)/n = ∞, то lim
n→∞

H2(p, n) = 1.

3) Если lim
n→∞

log2k(n)/n = C, и C > 0, то имеют место сле-

дующие возможности, характеризующие поведение функции на-
дежности системы:

3.1) если p < 2−C, то H2(p, n) → 0 при n→ ∞;
3.2) если p > 2−C, то H2(p, n) → 1 при n→ ∞.
4) Для любых α > 0 и p ∈ (0,1) можно так выбрать соотно-

шение размеров k(n) и n, что lim
n→∞

H2(p, n) = 1− exp(−α).
П4. В докладе также рассмотрена возможность повышения на-

дежности сложных систем образованных самоподобным размноже-
нием простых модулей.
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СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА

С ИНВОЛЮЦИЕЙ В УСЛОВИЯХ
СУММИРУЕМОГО ПОТЕНЦИАЛА1

Е.Ю. Романова (Воронеж, ВГУ)
vsu.romanova@gmail.com

Рассматривается линейный оператор L : D(L) ⊂ Lp([0, ω],C) →
Lp([0, ω],C), порожденный дифференциальным выражением l(y) =
y′(x) − Q(x)y(ω − x), x ∈ [0, ω], Q ∈ L1([0, ω],C), с областью опре-
деления y ∈ D(L) = {y ∈ W 1

p ([0, ω],C) : y(0) = y(ω)}, где
W 1
p ([0, ω],C) = {y ∈ Lp([0, ω],C), p > 1 : y абсолютно непрерывна и

ẏ ∈ Lp([0, ω],C)} — пространство Соболева. Тогда изучаемый опера-
тор L представим в виде Ly = L0y−V y, где (L0y)(x) = y′(x) будем
называть свободным оператором, играющим роль невозмущенного
оператора, а (V y)(x) = Q(x)y(ω − x), x ∈ [0, ω], y ∈ Lp([0, ω],C) —
возмущением.

Теорема 1. Дифференциальный оператор L является опера-
тором с компактной резольвентой и существует такая нумера-
ция собственных значений, что σ(L) представим в виде σ(L) =
σ(m)

⋃
(

⋃
|n|>m+1

σn), где σ(m) — конечное множество, σn, | n |>

m+1, определяются равенствами σn = {i 2πnω +α±
n }, lim

n−→∞
α±
n = 0.

Пусть P̃(m), P̃n, σn, | n |> m + 1, — спектральные проекторы
Рисса, построенные по оператору L и множествам σ(m), σn, | n |>
m+ 1, соответственно.

Теорема 2. Имеет место равносходимость спектральных раз-
ложений операторов L и L0: lim

n−→∞
‖ P̃n − Pn ‖= 0,

lim
n−→∞

∥∥∥∥P̃(m) +
n∑

|k|=m+1

(1− |k|
n
)P̃k − P(m) −

n∑

|k|=m+1

(1− |k|
n
)Pk

∥∥∥∥= 0.
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КРАТНАЯ ПОЛНОТА КОРНЕВЫХ ФУНКЦИЙ
ОДНОГО КЛАССА НЕРЕГУЛЯРНЫХ ПУЧКОВ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ
В.С. Рыхлов (Саратов, СГУ)

rykhlovvs@yandex.ru

В L2[0, 1] рассмотрим пучок операторов L(λ)

∑

j+s=n

pjsλ
sy(j), pjs ∈ C, pn0 6= 0, p0n 6= 0, (1)

∑

j+s=κi

λsαijsy
(j)(0) = 0, i = 1, l,

∑

j+s=κi

λsβijsy
(j)(1) = 0, i = l + 1, n,

(2)
где λ, αijs, βijs ∈ C, κi ∈ N ∪ {0}, 1 6 l 6 n− 1.

Далее используем понятия и определения из [1].
Пусть корни ω1, . . . , ωn характеристического уравнения различ-

ны, отличны от нуля и лежат на двух лучах, исходящих из начала,
в количествах k и n − k (1 6 k 6 n − 1). Считаем, не нарушая
общности, что n− k < k.

Кратная полнота к.ф. пучка (1)–(2) исследовалась в [2]. Отмече-
но, что при n−k < l < k используемое доказательство не проходит.

Применяя подход, предложенный в [1], удалось получить доста-
точные условия кратной полноты и в этом случае.

Теорема 1. Пусть n − k < l < k и характеристический мно-
гоугольник M∆ пучка L(λ) касается отрезков [0, ω1 + · · · + ωk] и
[ωk+1+ · · ·+ωn, ω1+ · · ·+ωn]. Тогда система к.ф. пучка L(λ) n−k-
кратно полна в L2[0, 1] с возможным конечным дефектом.
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РОССИЙСКОЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОБРАЗОВАНИЕ
В КОНТЕКСТЕ ДУХОВНО-НРАВСТВЕННОЙ

КУЛЬТУРЫ
О.А. Саввина, Р.А. Мельников

(Елец, ЕГУ им. И.А. Бунина)
oas5@mail.ru

Распространено мнение, что точные науки и математическое об-
разование мало коррелируют с духовно-нравственной культурой.
Это не так. Влияние математического образования на духовно-
нравственную культуру осуществляется как с помощью создания
специальных условий в преподавании математики, так и путем рас-
крытия сущности и изучения самой математики как систематиче-
ской науки.

В советское и раннее постсоветское время нравственная (и
духовнонравственная) культура понимались вне связи с религи-
ей, отечественной православной традицией. Такой узкий подход к
определению духовно-нравственной культуры не всегда давал по-
ложительные результаты, приводил к искажениям. До настоящего
времени не решены проблемы формализма в математическом об-
разовании.

Решение задач воспитания духовно-нравственной культуры
предполагает тщательный отбор содержания, форм и методов обу-
чения математике и пр. Так, в целеполагании уроков (занятий) по
математике, например, следует обращать внимание на то, какой
смысл заключен в изучаемом факте, главным должен стать на по-
иск ответов на вопрос «почему?», а не на вопрос «как?». В отбо-
ре содержания материала следует обращать внимание на фабулу
текстовых задач, на то, какой воспитательный смысл содержится
в их формулировках. Недопустимо использовать в текстах задач
ситуации с азартными играми (карты, кости и пр. в теории веро-
ятностей), пропагандирующие безнравственные нормы поведения и
пр.

Однако задачи воспитания духовно-нравственной культуры ре-
шаются не только за счет создания особых педагогических условий
в процессе обучения математике, но и благодаря использованию
развивающего потенциала самой математики-науки.

Святитель Игнатий Брянчанинов писал: «Многие, признающие
себя сведущими в философии, но не знакомые с математикою и
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естественными науками, встречая в сочинениях материалистов про-
извольные мечты и гипотезы, никак не могут отличить их от зна-
ний, составляющих собственность науки, никак не могут дать удо-
влетворительного отзыва и опровержения на самый нелепый бред
какого-либо мечтателя, очень часто сами увлекаются этим бредом
в заблуждение, признав его доказанною истиною» [1].

Современный человек оказывается в водовороте многочислен-
ных соблазнов и потоков информации, как позитивного, так и де-
структивного характера. Это интернет- и медиаресурсы, продвига-
ющие идеи гедонизма, агрессии, оккультизма, засорение научного
контента абсурдными текстами, псевдонаучными идеями.

Распознать абсурд, разобраться в том, что является мусорной
информацией, или, по словам прот. Геннадия Заридзе «тьмой от-
бросов, засоряющей мозги», а что полезным (в т.ч. и душеполез-
ным) знанием, отделить зерна от плевел может лишь человек, об-
ладающий критическим мышлением. Эту способность формирует
математическое образование.

Математика учит любить правду, искать истину. В ней нет раз-
ных точек зрения на один и тот же объект, а значит, легче обна-
ружить ошибку или ложь. Аксиоматический метод вносит опре-
деленность, позволяет легче увидеть ошибку, исключить ложь. Ис-
пользование аксиоматического метода позволяет видеть мир не как
случайное сочетание стихий, идущее к разрушению, а как свиде-
тельство о Боге, который так премудро все устроил.

Изучение математики (как системы научных знаний) непремен-
но формирует логическое мышление, включая умения анализиро-
вать, синтезировать, обобщать, связывать суждения, правильно ус-
танавливать силлогизмы и строить умозаключения.

Метафизический подход к математическому образованию пред-
полагает поиск не нового, а вечного, а в иерархии ценностей об-
разования провозглашает любовь. А.А. Остапенко и Т.А. Хагуров
пишут: «Ключевая роль образования состоит отнюдь не в переда-
че пресловутых ЗУНов или компетенций», а в том, чтобы передать
«правильное отношение к знаниям, деятельности и людям. И пра-
вильное отношение есть любовь. . .

Если нам удается ее взрастить, то у выпускника формирует-
ся любовь к знаниям (любознательность), любовь к деятельности
(трудолюбие), любовь к людям (человеколюбие) и жизни (жизне-
любие). Если любовь в образовании иссякает, тогда эффективный
и конкурентный экономист разрабатывает совершенные коррупци-
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онные схемы, компетентный юрист работает на мафию. . . » [2, с.
27].

Невысокий уровень математической подготовки и духовно-нра-
вственной культуры специалистов, связанных с IT-технологиями,
специалистов, работа которых сопряжена со знанием сложных тех-
нологических процессов, может привести к катастрофам (напри-
мер, падение самолетов, аварии на АЭС и т.п.).

Традиции математического образования в России складывались
веками, содержание учебного предмета «математика» при этом от-
шлифовывалось, дорабатывалось и систематизировалось, отмета-
лось ненужное и оставалось лишь то, что принималось в образо-
вательной практике. Учебный предмет «математика» является
одновременно и целью и средством образования при выполнении
необходимого условия — если этот предмет представлен систе-
матическими курсами. В процессе изучения математики как систе-
матической науки подспудно воспитывается логическое мышление
(качество ума), которое в сочетании с любовью (качеством сердца)
являются необходимыми условиями для формирования духовно-
нравственной культуры.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ УПРУГОГО

СТЕРЖНЯ С ПРИСОЕДИНЁННЫМИ ГРУЗАМИ1

А.А. Самсонов, П.С. Соловьёв, С.И. Соловьёв,
Д.М. Коростелева (Казань, КФУ, КГЭУ)

anton.samsonov.kpfu@mail.ru

Рассматривается задача о продольных собственных колебаниях
закреплённого в граничных точках упругого неоднородного стерж-
ня переменного сечения с двумя грузами, присоединнёнными во

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и Правительства
Республики Татарстан в рамках научного проекта № 18-41-160029. Работа под-
держана РФФИ (проект № 19-01-00258).
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внутренних точках стержня. Математическая постановка задачи
сводится к нахождению собственных значений и собственных функ-
ций обыкновенной дифференциальной задачи на собственные зна-
чения второго порядка с однородными граничными условиями Ди-
рихле и дополнительными условиями сопряжения в точках присо-
единения грузов. Эти дополнительные условия включают условия
непрерывности стержня в точках присоединения грузов и уравне-
ния движения грузов при собственном колебании. Дифференци-
альная задача записывается как симметричная вариационная за-
дача на собственные значения положительно определённой огра-
ниченной билинейной формы относительно положительной вполне
непрерывной билинейной формы в вещественном бесконечномер-
ном гильбертовом пространстве. Исследуются предельные свойства
задачи при увеличении масс присоединённых грузов. Полученные
результаты развивают и обобщают результаты работ [1–3].
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КВАЗИИНВАРИАНТНЫЕ ПОДМНОГООБРАЗИЯ И
РЕДУКЦИЯ ЛЯПУНОВА–ШМИДТА

Т.Ю. Сапронова (Воронеж, ВГУ)
tsapr@mail.ru

Изучение экстремалей и многообразий уровней гладкого фред-
гольмова функционала на банаховом многообразии часто можно
осуществлять, перейдя к сужению функционала на квазиинвари-
антное подмногообразие. Квазиинвариантные подмногообразия ин-
тересны тем, что критические точки сужения функционала на та-
кое подмногообразие являются критическими и для функционала в
целом (такое сужение представляет собой разновидность нелокаль-
ной конечномерной редукции).
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1. Квазиинвариантные подмногообразия.
Пусть J : N −→ R1 — гладкий функционал, N — гладкое ба-

нахово многообразие (без края), K — гладкое подмногообразие N .
Подмногообразие K называется квазиинвариантным, если суще-
ствует такая гладкая ретракция p : O(K) −→ K, где O(K) —
окрестность K в N , что каждая точка a ∈ K является критиче-
ской для сужения J |p−1(a) (см. [1], [2]).

Пусть Ξ и Ξ1 — модельные линейные банаховы пространства
для N и K. Если K — квзиинвариантное подмногообразие N и
подпространство Ξ1 дополняемо (существует такое подпростран-
ство Ξ2 ⊂ Ξ, что Ξ = Ξ1

⊕
Ξ2), то найдутся такие окрестность

Õ(K) ⊂ O(K) подмногообразия K в N и открытое множество
W ⊂ Ξ2, что четверка (Õ(K),K,W, p) является гладким локаль-
но тривиальным расслоением с базой K, стандартным слоем W и
проекцией p.

В случае, когда существует прямое дополнение Ξ2 к Ξ1, опреде-
ление квазиинвариантного подмногообразия можно переформули-
ровть следующим образом: подмногообразие K называется квази-
инвариантным, если некоторая окрестность K в N гладко рассла-
ивается над K и каждая точка a ∈ K является критической точкой
для сужения J |p−1(a), p — проекция из K на N (см. [1], [2]).

Если каждая точка a ∈ K является морсовской критической
точкой для сужения J |p−1(a), то K называется морсовским квази-
инвариантным подмногообразием. Для всех точек связного мор-
совского квазиинвариантного подмногообразия K индекс Морса
J |p−1(a) будет постоянным, и это постоянное значение называется
индексом Морса квазиинвариантного подмногообразия K (обозна-
чается Ind(J,K)).

2. Нелокальная схема Ляпунова–Шмидта.
Пусть f : E −→ F — гладкое фредгольмово нулевого индекса

отображение банаховых пространств. Пусть f собственно (прооб-
раз f−1(K) компактен для каждого компакта K ⊂ F ) и потенци-
ально:

〈f(x), h〉 ≡ ∂V

∂x
(x)h, (1)

где V — гладкий функционал на E (потенциал отображения
f), обладающий градиентной реализацией в тройке пространств
{E,F,H}, f = grad V .
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Если выполнено условие положительности (монотонности)
〈
∂f

∂x
(x)h, h

〉
> 0 ∀(x, h) ∈ E × (E \ 0), (2)

то уравнение
f(x) = 0 (3)

однозначно разрешимо. Это верно в силу теоремы Банаха–Мазу-
ра–Каччиополи (см. [2]). Очевидно, что решение этого уравнения
является и точкой глобального минимума V на E.

Если условие (2) заменить более слабым условием

〈
∂f

∂x
(x)h, h

〉
> 0 ∀(x, h) ∈ E × (Ẽ \ 0), (4)

где Ẽ = E ∩ N⊥, N = Lin(e1, . . . , en), N
⊥ — ортогональное до-

полнение к N в H , e1, . . . , en — некоторая ортонормированная в H
система векторов в E, то можно определить (нелокально) ключевую
функцию

W (ξ) := inf
x:〈x,ej〉=ξj ∀j

V (x), ξ = (ξ1, . . . , ξn)
⊤, (5)

"отвечающую" за поведение функционала V . Условие собственно-
сти f можно ослабить, заменив его условием собственности при
каждом ξ отображения

f̃(·, ξ) : Ẽ −→ F̃ , (6)

где F̃ = F ∩N⊥,

f̃(v, ξ) := f(l(ξ) + v)−
n∑

j=1

〈ej, f(l(ξ) + v)〉ej , l(ξ) =

n∑

j=1

ξjej.

При выполнении условий (4) и (6) уравнение

f̃(h, ξ) = 0 (7)

однозначно разрешимо при всех ξ, и его решение h(ξ) гладко
зависит от ξ — по теореме о неявной функции. Из (4) следует, что

W (ξ) ≡ V (l(ξ) + h(ξ)). (8)
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Переход от V к W , определенной соотношением (5) (или (8)), ана-
логичен редукции Пуанкаре в конечномерном случае.

Маргинальное отображение ϕ : ξ 7→ l(ξ) + h(ξ), где h(ξ) опре-
делено уравнением (7), устанавливает взаимно однозначное соот-
ветствие между критическими точками ключевой функции (5) и
функционала V . При этом соответствии невырожденные критиче-
ские точки переходят в невырожденные критические точки с со-
хранением значений индексов Морса (см. [2]).

Заметим, что множество K = {ϕ(ξ)| ξ ∈ Rn} является квази-
инвариантным подмногообразием (для функционала V ). Действи-
тельно, в данном случае O(K) = E, а ретракция p : O(K) −→ K
переводит каждый слой l(ξ) + Ẽ в точку a = ϕ(ξ) = l(ξ) + h(ξ),
являющуюся точкой условного глобального минимума функциона-
ла V в слое p−1(a) = l(ξ) + Ẽ, то есть критической точкой для
сужения V |p−1(a).
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ФОРМИРОВАНИЕ ФИНАНСОВОЙ ГРАМОТНОСТИ
ШКОЛЬНИКОВ В ПРОЦЕССЕ ОБУЧЕНИЯ

МАТЕМАТИКЕ
Т.М. Сафронова, Н.В. Черноусова,

М.И. Сафронова (Елец, ЕГУ им. И.А. Бунина)
stm657@mail.ru, chernousovi@mail.ru, maria_safronova_96@mail.ru

Проблема повышения уровня финансовой грамотности населе-
ния приобрела актуальность для теоретических исследований за
рубежом в конце XX века, а в России —- с середины 2000-го года.
Попытки ее разрешения начались с отдельных инициатив обще-
ственных и частных организаций, со временем эволюционировав до
уровня национальных и наднациональных программ и стратегий.
Своеобразным импульсом для осуществления практической работы
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в этом направлении в нашей стране послужило создание в 2008 году
Концепции Национальной программы повышения уровня финан-
совой грамотности населения Российской Федерации. Так, в 2010
году Министерством финансов РФ и Всемирным банком был раз-
работан проект «Содействие повышению финансовой грамотности
населения и развитию финансового образования в Российской Фе-
дерации», для реализации которого были выбраны эксперименталь-
ные площадки (в 2015 — 2017 годах было запущено 7 таких регио-
нальных площадок). В 2017 году Правительство России утвердило
Стратегию повышения финансовой грамотности в РФ на 2017 —
2023 годы, определяющую ключевые направления преобразований
в сфере повышения финансовой грамотности приоритетных групп
населения: молодежь в возрасте до 18 лет, взрослое население с
низким и средним уровнем дохода и люди пенсионного возраста.

В этой связи одним из наиболее приоритетных направлений ра-
боты является формирование финансовой грамотности школьника
как составной элемент экономического воспитания человека.

В данной статье предлагается фрагмент разработанной автора-
ми методики обучения учащихся старших классов решению задач
по математике с экономическим содержанием.
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ОБ ОДНОЙ КВАЗИЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЕ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-АЛГЕБРАИЧЕСКИХ
УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

С.В. Свинина (Иркутск, Федеральное государственное
бюджетное учреждение науки Институт динамики систем и

теории управления имени В.М. Матросова СО РАН)
svinina@icc.ru

В некоторых приложениях встречаются нелинейные дифферен-
циально-алгебраические системы уравнений в частных производ-
ных, которые также называют вырожденными системами, не разре-
шенными относительно старшей производной, системами Соболева
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и системами, не относящимися к типу Коши-Ковалевской. Впер-
вые такие системы появились в работах, посвященных конкретным
уравнениям гидродинамики в конце XIX и начале XX века. Интерес
к ним вызвала в том числе и работа С.Л. Соболева [1]. В настоящее
время наиболее хорошо исследованы линейные дифференциально-
алгебраические системы уравнений с двумя независимыми пере-
менными и гораздо менее исследованы квазилинейные системы. В
докладе рассматривается одна квазилинейная дифференциально-
алгебраическая система уравнений в частных производных первого
порядка с двумя независимыми переменными. Для такой системы
записана граничная задача и доказана теорема существования её
решения.

Рассмотрим квазилинейную систему уравнений в частных про-
изводных

A(x, t, u)∂tu+B(x, t, u)∂xu = F (x, t, u), (1)

где A(x, t, u) и B(x, t, u) – некоторые заданные квадратные матри-
цы порядка n тождественно вырожденные в области определения
U = {(x, t, u) : (x, t) ∈ U}, где U = {(x, t) : x ∈ Ix = [x0;X ] ⊂
R1, t ∈ It = [t0;T ] ⊂ R1}. При условии вырожденности матриц
A(x, t, u) и B(x, t, u), говорят, что квазилинейная система (1) явля-
ется дифференциально-алгебраической. Мы также предполагаем,
что вектор-функция F (x, t, u) задана в области U .

Для системы вида (1) зададим следующие начально-краевые
условия:

u(x0, t) = ψ(t), u(x, t0) = ϕ(x), (2)

где ψ(t) и ϕ(x) – некоторые n-мерные вектор-функции своих аргу-
ментов. Предположим, что в каждой точке области U , пучок мат-
риц P (λ, x, t, u) = A(x, t, u) + λB(x, t, u) является регулярным и все
элементарные делители пучка P (λ, x, t, u) являются простыми, при
этом корни характеристического многочлена detP (λ, x, t, u) могут
быть кратными.

Если для системы (1) выполнены все условия теоремы 4 из ра-
боты [2] и степени элементарных делителей пучка P (λ, x, t, u) не
превосходят единицы, то для пучка P (λ, x, t, u) найдутся невы-
рожденные в области определения U матрицы L ≡ L(x, t, u) и
R ≡ R(x, t, u), обладающие той же гладкостью, что и элементы
пучка P (λ, x, t, u), которые выполняют следующее преобразование:

LP (λ, x, t, u)R = diag{Ed,Ol, Ep}+ λ diag{J(x, t, u), El,Op},
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где J(x, t, u) = diag{k1(x, t, u), k2(x, t, u), . . . , kd(x, t, u)}, а Ol – нуле-
вой квадратный блок порядка l.

Справедлива теорема.
Теорема. Пусть выполнены следующие условия:

1) все корни характеристического многочлена detP (λ, x, t, u)
являются вещественными и имеют постоянную кратность
в области определения U ;

2) старший коэффициент многочлена detP (λ, x, t, u) по па-
раметру λ не обращается в нуль ни в одной точке области U ;

3) ранги матриц A(x, t, u) и B(x, t, u) являются постоянными
в каждой точке области U и меньше размерности n.

4) все элементарные делители пучка P (λ, x, t, u) имеют первую
степень;

5) все ненулевые корни характеристического многочлена
detP (λ, x, t, u) отрицательные;

6) элементы матриц A(x, t, u) и B(x, t, u) принадлежат
пространству C1(U); вектор-функция ψ(t) принадлежит
C1(It); производные ∂xA(x, t, u), ∂xB(x, t, u), ∂tA(x, t, u),
∂tB(x, t, u), ∂uj

A(x, t, u) и ∂uj
B(x, t, u), где j = 1, n,

удовлетворяют условию Липшица по u в области U ;
вектор-функция ϕ(x) принадлежит пространству C1(Ix);
вектор-функция F (x, t, u) удовлетворяет условию Липшица
по u; частные производные ∂uiuj

F (x, t, u), ∂ujxF (x, t, u) и
∂ujtF (x, t, u), где i, j = 1, n, существуют, удовлетворяют
условию Липшица по u в области U и являются ограничен-
ными в этой области;

7) частные производные ∂ujxL(x, t, u), ∂uj tL(x, t, u),
∂ujui

L(x, t, u), ∂ujxR(x, t, u), ∂ujtR(x, t, u), ∂ujui
R(x, t, u),

∂xtR(x, t, u),
∂xxR(x, t, u) и ∂ttR(x, t, u) существуют, удовлетворяют
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условию Липшица по u в области U и являются ограничен-
ными в этой области;

8) матрица R(x, t, u) удовлетворяет условию Липшица по u в
области U с константой, не превосходящей некоторой по-
стоянной M;

9) выполнены условия согласования

ψ(t0) = ϕ(x0), ψ′(t0) = ϕ′(x0),

A(x0, t0)ψ
′(t0) +B(x0, t0)ϕ

′(x0) = F (x0, t0, ψ(t0)).

Тогда в области U существует единственное решение u(x, t) си-
стемы (1), непрерывное в U вместе с частными производными
первого порядка по переменным x и t, удовлетворяющее услови-
ям (2).
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О ГЛАВНОМ ЧЛЕНЕ АСИМПТОТИЧЕСКОГО
РАЗЛОЖЕНИЯ ИНТЕГРАЛА ФЕЙНМАНА1

Т.Ю. Семенова (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова)
station@list.ru

Фейнмановские интегралы по петлевым импульсам, возника-
ющие при вычислениях разнообразных объектов квантовой тео-
рии поля, являются довольно сложными для определения и изу-
чения математическими объектами. Стандартный прием исследо-
вания таких интегралов — разложение в ряд по одному из пара-
метров [1, 2], причем в большинстве случаев достаточно получить
первые несколько членов такого разложения. При определенных

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 17-02-
00175 А).
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соотношениях на параметры в представлении Ли-Померанского [3]
можно прийти к задаче разложения при t→ +0 интеграла вида

F(t) =

∫ ∞

0

. . .

∫ ∞

0

(P (x, t))
−λ

dx1 . . . dxn,

где P (x, t) = P (x1, . . . , xn, t) =
∑
w∈S cwx

w1
1 . . . xwn

n twn+1 — много-
член, S = {w = (w1, . . . , wn+1) |wj ∈ Z+} — конечное множество,
λ > 0, коэффициенты многочлена cw > 0.

Гипотеза об асимптотическом разложении интегралов такого
вида сформулирована в работе [4].

Пусть NP — многогранник Ньютона многочлена P (x, t) —
выпуклая оболочка множества S в (n + 1)−мерном евклидо-
вом пространстве Rn+1. Обозначим {γ} — множество граней NP

максимальной размерности n, для которых нормальные векторы
rγ = (rγ,1, . . . , rγ,n, rγ,n+1), ориентированные внутрь многогранни-
ка, имеют положительную последнюю координату, то есть rγ,n+1 >

0. Уравнения этих граней wn+1 =
n∑
i=1

ai(γ)wi+ b(γ). Пусть π(NP ) —

проекция NP на плоскость wn+1 = 0, π(γ) — проекции граней γ на
ту же плоскость.

Теорема 1. Интеграл F(t) сходится тогда и только тогда,
когда точка ( 1λ , . . . ,

1
λ) ∈ Rn принадлежит внутренности много-

гранника π(NP ).
Теорема 2. Если ( 1λ , . . . ,

1
λ ) ∈ Int(π(γ∗)) для некоторой гра-

ни γ∗, тогда при t → +0

F(t) ∼ t
−b(γ∗)·λ−

n∑
i=1

ai(γ
∗)
∫

Rn
+

( ∑

w∈γ∗∩S
cwy

w1
1 . . . ywn

n

)−λ
dy.
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4. Semenova T.Yu. On the status of expansion by regions /
T.Yu. Semenova, A.V. Smirnov, V.A. Smirnov // arXiv:1809.04325
[hep-th].

ФИЛЬТРАЦИОННЫЕ СВОЙСТВА ОДНОМЕРНЫХ
РЯДОВ ФУРЬЕ-ХААРА

Г.Н. Сергазы (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова)
gsergazy@cs.msu.ru

Пусть f ∈ L2[0, 1], f ∼
∞∑

k=−∞
f̂(k)e2πikx − её тригонометриче-

ский ряд Фурье. Обозначим через J(x) следующую линейную ком-
бинацию сдвигов функции f :

J(x) =
1

2N

2N−1∑

s=0

f
(
x+

s

2N

)
.

Тогда для коэффициентов Фурье-Хаара
{
bjk

}
функции J(x), где

bjk =
1∫
0

J(x)χjk(x)dx, j = 0, 1, . . . , [ 2
k−1
2 ], k = 0, 1, . . . , имеют место

следующие соотношения:

1. при k = 0
b00 = f̂(0),

2. при 1 6 k < N + 1 и j = 0, 1, . . . , [ 2
k−1
2 ]

bjk = 0,

3. при k = N + 1 и j = 0, 1, . . . , [ 2
k−1
2 ]

bjN+1 = i2−
N
2 +1

∞∑

s=−∞

f̂(2N (2s+ 1))

π(2s+ 1)
,

4. при k > N + 1 и j = 0, 1, . . . , [ 2
k−1
2 ]

∣∣∣bjk
∣∣∣ 6 1√

2k

∑

r∈Z

∣∣∣f̂(r2N )
∣∣∣
∣∣∣sin

(
2(N+1−k)πr

)∣∣∣ .
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ПРОБЛЕМЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ПОДГОТОВКИ
БАКАЛАВРОВ ЭКОНОМИЧЕСКИХ НАПРАВЛЕНИЙ

Г.А. Симоновская (Елец, ЕГУ им. И.А. Бунина)
simonovskaj_g@mail.ru

Современная подготовка будущего специалиста в области эко-
номики осуществляется на основе действующего ФГОС ВО по на-
правлению подготовки 38.03.01 Экономика (квалификация (сте-
пень) "бакалавр"). [2] В данном документе представлены характе-
ристики профессиональной деятельности выпускников. Что пред-
полагают наличие у специалиста прочных знаний по многим раз-
делам высшей математики.

Следует отметить, что образовательный стандарт универсален.
Внимательно изучив данный документ, можно констатировать, что
студент должен знать основы высшей математики, уметь их ис-
пользовать в профессиональной деятельности, но ни какие границы
в стандарте не оговорены.

Проведенный анализ программ по экономическим направлени-
ям, показывает, что содержание рабочих программ по математи-
ческой подготовке будущего бакалавра лишь несколько варьирует-
ся, но широта и глубина рассматриваемых вопросов различна. И
в первую очередь это обусловлено количеством зачетных единиц
отводимых на изучение математики.

Решают проблему освоения математики в полном объеме при
минимальном объеме часов отводимых на изучение по-разному.
Один из путей – это использование информационных и коммуни-
кационных технологий. [1, с.16] Другой путь – получение прочных
теоретических и практических знаний в основных областях высшей
математики.
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Лобачевского. Серия: инновации в образовании. — 2013, № 2 (1). —
C. 16—23.

2. Федеральный государственный образовательный стандарт
высшего образования по направлению подготовки 38.03.01 Эконо-
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О СИНК-АППРОКСИМАЦИИ СИНГУЛЯРНЫХ
ИНТЕГРАЛОВ ГИЛЬБЕРТА
Ю.С. Солиев (Москва, МАДИ)

su1951@mail.ru

Синк-аппроксимации и их приложения хорошо изучены [1]–[3].
Ниже рассматриваются вопросы приложения синк-

аппроксимаций к вычислению понимаемого в смысле главного
значения сингулярного интеграла с ядром Гильберта

Gϕ = G(ϕ; s) =
1

2π

∫ 2π

0

ϕ(σ) ctg
σ − s

2
dσ, (1)

где ϕ(s) — плотность интеграла, непрерывная 2π–периодическая
функция.

Если ϕ(s) функция с финитным спектром Фурье, то следуя ра-
боте [4], для (1) получим представление

Gϕ = G(ϕ; s) =

N−1∑

m=0

ϕ

(
2mπ

N

)
WN

(
s− 2mπ

N

)
,

где

WN (s) =
1

N

{
2an−1(s) + sinns , N = 2n,
2an(s), N = 2n+ 1,

an(s) = sin
n

2
s sin

n− 1

2
s cos ec

s

2
. (2)

Аппроксимируя плотность интеграла (1) выражением

LNϕ = LN(ϕ; s) =

N−1∑

k=0

ϕ

(
2kπ

N

)
sin c

(
Ns

π
− 2k

)
,
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получим квадратурную формулу

Gϕ = G(LNϕ; s) +RN (ϕ; s) =

=
N−1∑
m=0

ϕ
(
2mπ
N

)
WN

(
s− 2mπ

N

)
+RNϕ,

где функция WN (s) определена в (2), а RNϕ — остаточный член.
Теорема. Пусть ϕ(s) функция с финитным спектром Фурье

и ϕ(s) ∈ H
(r)
α , 0 < α 6 1. Тогда

‖RNϕ‖C 6 C
ln2N

N r+α
, C — const.

Доказательство существенно опирается на оценку
А.Ю.Трынина константы Лебега процесса LNϕ [3]. Получен-
ные результаты переносятся на многомерный случай.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАТОРНОЙ ЗАДАЧИ НА
СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ С РАЦИОНАЛЬНОЙ

ЗАВИСИМОСТЬЮ ОТ СПЕКТРАЛЬНОГО
ПАРАМЕТРА1

П.С. Соловьёв, А.А. Самсонов, С.И. Соловьёв,
Д.М. Коростелева (Казань, КФУ, КГЭУ)

pavel.solovev.kpfu@mail.ru

Исследуется симметричная операторная задача на собственные
значения с рациональной зависимостью от спектрального парамет-
ра в вещественном бесконечно-мерном гильбертовом пространстве.
Данная задача представляет собой возмущение симметричной ли-
нейной операторной задачи на собственные значения конечной сум-
мой конечно-ранговых неотрицательных операторов с коэффици-
ентами, дробно-рационально зависящими от спектрального пара-
метра. Симметричная линейная задача на собственные значения в
исходном вещественном гильбертовом пространстве состоит в на-
хождении собственных значений и собственных элементов симмет-
ричного положительно определённого ограниченного оператора от-
носительно симметричного вполне непрерывного положительного
оператора. Установлено существование последовательности поло-
жительных собственных значений с единственной предельной точ-
кой на бесконечности. Доказана теорема о числе собственных зна-
чений на произвольном интервале. Полученные результаты разви-
вают и обобщают результаты работ [1–3].
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ДВУСТОРОННЯЯ ОЦЕНКА СУММЫ РЯДА ПО
СИНУСАМ С ВЫПУКЛЫМИ, МЕДЛЕННО
МЕНЯЮЩИМИСЯ КОЭФФИЦИЕНТАМИ1

А.П. Солодов (Москва, МГУ)
apsolodov@mail.ru

Работа посвящена уточнению асимптотики суммы ряда по сину-
сам с выпуклыми, медленно меняющимися коэффициентами, полу-
ченной С. Алянчичем, Р. Бояничем и М. Томичем [1] и усиленной
С. А. Теляковским [2]. В [1] установлено, что для любой выпуклой,
медленно меняющейся и стремящейся к нулю последовательности
b имеет место асимптотика: g(b, x) ∼ bm(x)/x, x → 0, где m(x) =
[π/x]. В [2] показано, что разность h(b, x) = g(b, x)− bm(x)/x срав-

нима по порядку с функцией σ(b, x) = (x/2)
∑m(x)−1
k=1 k(k + 1)∆bk,

∆bk = bk − bk+1. В данной работе указанный результат усилен, по-
лучена двусторонняя оценка для h(b, x) с точными константами.

Теорема. Для любой выпуклой и стремящейся к нулю последо-
вательности b и для всех x ∈ (0, π/11) выполняется неравенство

6(π − 1)

π3
σ(b, x)− ∆bm(x)

π
− bm(x)

(
1

2
ctg

x

2
− 1

x

)
< h(b, x) < σ(b, x).

Существуют выпуклые, медленно меняющиеся и стремящиеся к
нулю последовательности b, b такие, что

lim
x→+0

h(b, x)

σ(b, x)
=

6(π − 1)

π3
, lim

x→+0

h(b, x)

σ(b, x)
= 1.
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Nouvelle série. — 1995. — V. 58(72). — P. 43–50.

1 Работа выполнена в рамках Программы Президента Российской Феде-
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МОДЕЛЬНАЯ ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

ДЛЯ ПОЛУОГРАНИЧЕННОЙ СРЕДЫ1

В.С. Степанищева, И.В. Тихонов (Москва, МГУ)
stepanischeva.vika@gmail.com, ivtikh@mail.ru

Рассмотрим одномерную задачу для уравнения теплопроводно-
сти со стационарным источником





ut(x, t) = a2 uxx(x, t) + p(x), x > 0, 0 < t 6 T,

u(0, t) = 0,

u(x, 0) = 0,

(1)

Коэффициент a2 > 0 считаем постоянным. При соответствующих
ограничениях решение задачи (1) представимо в виде

u(x, t; p) =

∞∫

0

(Ja(x− s, t)− Ja(x+ s, t)) p (s) ds, (2)

где

Ja(y, t) =

√
t

πa2
exp

(
− y2

4a2t

)
− |y|

2a2

(
1− erf

( |y|√
4a2t

))

с функцией ошибок erf(z). Формула (2) получается элементарным
преобразованием стандартного интеграла [1, c. 250] с учетом того,
что правая часть p(x) не зависит от времени t.

Предположим теперь, что функция источников p(x) неизвестна.
Для восстановления p(x) зададим дополнительное условие:

u(x, T ) = ψ(x), x > 0. (3)

Здесь T > 0 — конечное число (финальный момент времени). За-
дача (1), (3) относится к классу обратных задач (см. [2], [3]). Она
представляет интерес из-за возникающих приложений при описа-
нии процесса распространения тепла в земной коре (см. [1], [4], [5]).
Исследование задачи (1), (3) можно провести методом работ [6]–[8].
Общая схема такого исследования изложена ранее в [9].

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ в рамках
научного проекта № 18-01-00236.
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Решением обратной задачи (1), (3) назовем пару

u ∈ C2,1([0,∞)× (0, T ]) ∩ C([0,∞]× [0, T ]), p ∈ C([0,∞)),

для которой выполнены все соотношения (1), (3). При этом предпо-
лагаем, что функция ψ(x) задана так, что ψ ∈ C2([0,∞)) и ψ(0) = 0.

При изучении вопроса единственности решения по соображени-
ям линейности переходим к однородной задаче





ut(x, t) = a2 uxx(x, t) + p(x), x > 0, 0 < t 6 T,

u(0, t) = 0,

u(x, 0) = 0, u(x, T ) = 0.

(4)

Следующая теорема дает точное условие единственности решения
в задаче (4).

Теорема. Пусть пара функций u = u(x, t), p = p(x) является
решением однородной обратной задачи (4). Предположим, что

|u(x, t)| 6Meσx, x > 0, 0 6 t 6 T, (5)

с константой M > 0 и показателем σ ∈ R, таким, что

σ <
√
π/(a2T ). (6)

Тогда u(x, t) ≡ 0 в [0,∞)× [0, T ] и p(x) ≡ 0 на [0,∞).

Условие (6) является точным: при его нарушении в однород-
ной задаче (4) возникают нетривиальные элементарные решения
(см. [9]). Из теоремы следует, что в экспоненциальных классах
функций типа (5), (6) исходная неоднородная задача (1), (3) име-
ет не более одного решения при любом выборе финальной функ-
ции ψ(x).

Пусть подходящая функция ψ(x) в условии (3) задана. Для при-
менения интегральной формулы (2) желательно знать явное выра-
жение для неизвестной функции источника p(x). С помощью пре-
образования Фурье получаем

p(x) =
1

T

∞∫

0

(gT (s− x, a)− gT (s+ x, a))ψ(s) ds− a2ψ′′(x), (7)

где

gT (x, a) =
1

π

∞∫

0

a2ξ2T

exp (a2ξ2T )− 1
cos ξx dξ, x ∈ R. (8)
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Функция gT (x, a) элементарно выражается в виде

gT (x, a) =
1√
a2T

g

(
x√
a2T

)
, x ∈ R,

через частный случай g(x), отвечающий значениям a = 1, T = 1.
C практической точки зрения удобны приближенные выраже-

ния, полученные в работе [8] для общей многомерной функции Гри-
на, аналогичной нашей g(x). Применительно к рассматриваемому
случаю формулы [8] дают результат

g̃(x) =
1√
4π

N∑

k=0

1

k!

(
k +

1

2

)
ζ

(
k +

3

2

)(
−x

2

4

)k
, 0 6 x 6 x0, (9)

g̃(x) = −
√
2π exp

(
−√

πx
)
sin
(√

πx+
π

4

)
, x0 6 x < +∞. (10)

Был проведен численный анализ по согласованию формул (9), (10)
с исходным интегралом (8), взятым при a = 1, T = 1. В результате
найдены значения x0 = 6, N = 40, при которых происходит сшивка
формул (9), (10) и справедлива оценка

|g(x) − g̃(x)| 6 δ, x > 0,

со значением δ = 10−7.
Отметим, что асимптотика функции g(x), заложенная в прибли-

женное выражение (10), дает основу для обоснования разрешающей
формулы (7) в классах функций экспоненциального роста (5), (6).
Численные эксперименты по решению обратной задачи (1), (3) под-
твердили правильность нашего подхода.
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РАЗРАБОТКА МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ
СТРУКТУРЫ И МЕХАНИЧЕСКИХ СВОЙСТВ

ДРЕВЕСНОГО КОМПОЗИТА
Т.Н. Стородубцева (Воронеж,

ВГЛТУ им. Г.Ф. Морозова)
tamara-tns@yandex.ru

Композиты представляют собой термодинамические неравно-
весные системы, состоящие из двух или более компонентов, отлича-
ющихся по химическому составу, физико-механическим свойствам
и разделенных в материале четко выраженной границей. Каждый
из компонентов вводится в состав, чтобы придать ему требуемые
свойства, которыми не обладает каждый из компонентов в отдель-
ности. Комбинируя объемное соотношение компонентов, можно по-
лучать материалы с требуемыми характеристиками [4]. Таким об-
разом, разработка математической модели структуры и механи-
ческих свойств древесного композита, позволяющая теоретически
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изучить зависимость прочностных свойств от параметров исходных
компонентов является весьма актуальной задачей.

Структура и механические свойства композиционных материа-
лов чрезвычайно сложны для моделирования из-за необходимости
учитывать в модели несколько компонентов и все виды механиче-
ской связи между ними, форму и взаимное расположение частиц
компонентов в материале, распределенную в пространстве внеш-
нюю нагрузку.

При построении модели используются принципы дискретизация
объекта высокого пространственного разрешения [3]. Для модели-
рования структуры и механических свойств древесного композита
используется метод динамики частиц [1, 2, 3].

Для того, чтобы модель обладала высоким пространственным
разрешением моделируемый образец (древесный композит) разби-
вается на множество (1000–20000) элементов.

Моделирование производится в двумерном пространстве XZ,
при этом элементы имеют одинаковую круговую форму с одина-
ковым диаметром dЭ. Элементы по своим физическим свойствам
делятся на три типа (древесина, полимер, песок). Элементы имеют
возможность двигаться в процессе механических испытаний образ-
ца по законам классической механики, что приводит к изменению
формы и состояния всего образца. В частности, в модели можно
воспроизвести различные виды разрушения материала, механиче-
ские колебания и волны.

Состояние каждого элемента-круга Ei задается четырьмя пере-
менными: декартовыми координатами его центра (xi, zi) и двумя
составляющими скорости (vxi, vzi). Механическое взаимодействие
элементов между собой принято вязкоупругим, что позволяет зало-
жить в модель основные механические свойства компонентов мате-
риала – модуль упругости, коэффициент внутреннего трения, силу
адгезии. В модели учитывается, что между соседними элементами
могут возникать силы отталкивания или притяжения.

В начальный момент времени элементы случайным образом рас-
пределяются в области прямоугольной формы. Для того, чтобы
первоначально нестабильная механическая система пришла в ме-
ханическое равновесие, в течение 1 секунды модельного времени
производится интегрирование уравнений механического движения
элементов. В результате этого элементы формируют плотную упа-
ковку. После этого производится разбиение модельного композита
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на компоненты. В первую очередь выделяется множество области
пространства, представляющие собой древесину.

В зависимости от концентрации и заданного фракционного со-
става, они представляются определенной комбинацией элементов.
Затем оставшиеся элементы, в соответствии с заданным составом,
разделяются случайным образом на «полимер» и «песок».

Уравнения движения элементов составляются на основе второ-
го закона Ньютона. Используемые уравнения представляют собой
дифференциальные уравнения второго порядка и решаются в про-
цессе моделирования численным методом – методом Рунге-Кутта
второго порядка

xτ+1
i = xτi + vτxi ·∆t+ aτxi · (∆t)2 /2; vτ+1

xi = vτxi + aτxi ·∆t;

zτ+1
i = zτi + vτzi ·∆t+ aτzi · (∆t)2 /2;

vτ+1
zi = vτzi + aτzi ·∆t, (1)

где i — номер элемента, τ и τ+1 — индексы текущего и следующего
временного шага; ∆t — шаг интегрирования по времени; xi, vi, ai
— координата, скорость, ускорение элемента.

Данный численный метод имеет второй порядок точности по ко-
ординате и первый порядок точности по скорости. Метод являет-
ся универсальным, надежным, а также быстро программируемым.
Шаг интегрирования системы дифференциальных уравнений со-
ставлял ∆t = 0,0001 с.

По общепринятой классификации моделей, предлагаемая мо-
дель является алгоритмической, но не аналитической. Это означа-
ет, что выходные характеристики модели рассчитываются по вход-
ным не путем аналитических преобразований, а с помощью про-
странственной и временной дискретизации, и соответствующего ал-
горитма расчета. Расчет по приведенным выше формулам являет-
ся довольно громоздким и включает в себя три цикла, вложенных
один в другой: по номеру компьютерного эксперимента, по номеру
временного шага и по номеру элемента.

Для решения системы дифференциальных и алгебраических
уравнений, которая лежит в основе модели, разработана компью-
терная программа для моделирования структуры и механических
свойств древесного композиционного материала, которая разрабо-
тана в среде Borland Delphi 7.0 на языке программирования Object

250



Pascal. Программа предназначена для моделирования механиче-
ского поведения древесного композита заданного состава. Основ-
ные технические характеристики программы: количество элемен-
тов композита от 5000 до 20000; ориентировочное время проведе-
ния одного компьютерного эксперимента около 5 мин (при тактовой
частоте процессора 3 ГГц).

В модели используется целый ряд коэффициентов, связанный с
дискретизацией среды (разбиением на отдельные элементы шаро-
вой формы): mЭ, dЭ,c, d.

Расчет массы одного элемента среды (древесины, полимера, или
песка) mЭ производится с использованием табличного значения
плотности материала и геометрических соображений:

mЭ = ρ · VЭ = ρ · 4π
3

(
dЭ
2

)3

· kФ =
π

6
ρd3ЭkФ, (2)

где ρ — объемная плотность материала, кг/м3; VЭ — объем элемен-
та, м3; kФ — коэффициент формы, необходимый для учета того,
что шарообразные элементы не заполняют пространство полностью
(между элементами остаются незаполненные поры), безразмерный.
Значение коэффициента kФ зависит от плотности случайной упа-
ковки и принято равным 1,4.

Для расчета жесткости взаимодействия двух элементов исполь-
зуется табличное значение модуля упругости материала и также
геометрические соображения, касающиеся дискретизации:

cп = E · πd
4
kф, (3)

где E — модуль упругости материала, Па.
Коэффициент вязкого трения d связан внутренним трением в

рассматриваемой среде, и определяется по справочным значениям
расстояния затухания звуковых волн в данной среде.
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Т.Н. Стородубцева, А.А. Аксомитный // Лесотехнический жур-
нал. — 2014. — Т. 4, № 4 (16). — С. 131–139.

ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ
ТОЧКИ В СРЕДЕ С СОПРОТИВЛЕНИЕМ
Т.Н. Стородубцева, В.Б. Огарков (Воронеж,

ВГЛТУ им. Г.Ф. Морозова)
tamara-tns@yandex.ru

Уравнение вынужденных колебаний материальной точки в сре-
де с сопротивлением имеет следующий вид [1]:

d2U

dt2
+ 2β

dU

dt
+ ω2U = p(t). (1)

В работе предложено следующее представление решения для
соответствующего (1) однородного уравнения:

Uод(t) = e−βt
[
D1 cos

√
(ω2 − β2 · t+D2 sin

√
(ω2 − β2) · t

]
+

+D3 shλt+D4 chλt.

Исследуя систему для D3, D4 получим:

λ = ±
√[

2β2 − ω2 ± 2βi
√
(β2 − ω2)

]
; ω2 − β2 > 0.

Тогда для Uод справедливо представление:

Uод = e−βt
[
β1 cos

√
(ω2 − β2) · t+ β2 sin

√
(ω2 − β2) · t

]
+

+
P

2

{
cosβt

[(
1−

√
(ω2 − β2)

β

)
e
√
ω2−β2·t+

+

(
1 +

√
(ω2 − β2)

β

)
e−

√
ω2−β2·t

]
+

+sinβt

[(
1−

√
(ω2 − β2)

β

)
e
√
ω2−β2·t

]
−

−
[
1 +

√
(ω2 − β2)

β

)
e−

√
ω2−β2·t

]}
. (2)
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Решение (1) есть U(t) = Uод(t) +Uн(t), где частное решение Uн
неоднородного уравнения (1) будем искать в виде [2]:

Uн = C1W1(t) + C2W2(t) + C3W3(t),

где W1(t), W2(t) и W3(t) — три частных решения однородного урав-
нения (1) в соответствии с формулой (2),

dC1

dt W1(t) +
dC2

dt W2(t) +
dC3

dt W3(t) = 0;
dC1

dt
dW1

dt + dC2

dt
dW2

dt + dC3

dt
dW3

dt = 0;
dC1

dt
d2W1

dt2 + dC2

dt
d2W2

dt2 + dC3

dt
d2W3

dt2 = p(t).
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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ПРОСТРАНСТВ ОРЛИЧА1

С.И. Страхов (Самара, СНИУ)
www.stepan121@mail.ru

Пусть X — симметричное пространство на [0, 1], Y — его за-
мкнутое линейное подпространство. Говорят, что Y сильно вложе-
но в X , если сходимость по норме в Y эквивалентна сходимости
по мере. Например, подпространство [rk], порожденное функциями
Радемахера rk(t) = sign sin(2kπt), k = 1, 2, . . . , сильно вложено в
Lp[0, 1], 1 6 p <∞.

Будем говорить, что с.п.X обладает свойством (ΛR) (X ∈ (ΛR)),
если на каждом его рефлексивном подпространстве сходимость по
норме X эквивалентна сходимости по мере.

Предположим, что F — возрастающая выпуклая функция на
[0,∞), F (0) = 0 и LF — соответствующее пространство Орлича
функций на отрезке [0, 1]. Главный результат работы, теорема 1,
показывает, что в пространствах Орлича, достаточно ”близких” к
L∞[0, 1] или к L1[0, 1], все рефлексивные подпространства сильно
вложены.

Напомним несколько определений из теории пространств Ор-
лича: для каждой возрастающей выпуклой функции F определим
следующее подмножество пространства C[0, 1]:

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-
00414-a).
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E∞
F =

{
G(x) : G(x) = lim

n→∞
F (xyn)

F (yn)
, 0 6 x < 1, yn ↑ ∞

}
.

Замкнутую выпуклую оболочку E∞
F в C[0, 1] обозначим через C∞

F ,
т.е.

C∞
F := convE∞

F .

Индексы Орлича - Матушевской, определяются следующим об-
разом:

α∞
F = sup

{
p : sup

16x,y

F (x)yp

F (xy)
<∞

}
, β∞

F = inf
{
p : inf

16x,y

F (x)yp

F (xy)
> 0
}
.

Теорема 1.Следующие три условия эквивалентны:
(a) LF ∈ (ΛR).
(b) Для каждой функции G ∈ C∞

F пространство Орлича после-
довательностей lG не рефлексивно.

(c) α∞
F = β∞

F = 1 либо α∞
F = β∞

F = ∞.
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О РАСПРЕДЕЛЕНИЯХ, ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ
НА БЕСКОНЕЧНОСТИ1

В.Е. Струков (Воронеж, ВГУ)
sv.post.of.chaos@gmail.com

Символом F = F(R, X) обозначим однородное пространство
функций, определенных на R, со значениями в комплексном бана-
ховом пространстве X (см. [1]), а символом F = F(R, X) — гар-
моничное пространство распределений (см. [2]). Пусть F0(R, X)
— наименьшее замкнутое подпространство из F(R, X), содержа-
щее все функции ϕx, x ∈ F(R, X), где ϕ ∈ Cb(R, X) бесконеч-
но дифференцируема и suppϕ – компакт, а Fc(R, X) — замкну-
тое подпространство из F(R, X) вида {x ∈ F(R, X) : функция
t 7→ S(t)x : R → F(R, X) непрерывна}.

Функция x ∈ Fc(R, X) называется почти периодической на бес-
конечности (т.е. x ∈ AP∞F(R, X)), если класс эквивалентности
x̃ = x + F0(R, X) является почти периодическим вектором в про-
странстве F(R, X)/F0(R, X) (см. [1]). Доказано, что пространство
AP∞F(R, X) почти периодических на бесконечности гармоничных
распределений имеет вид AP∞F(R, X) = {Φ ∈ F(R, X) : Φ =
(D + I)ny, y ∈ AP∞F(R, X) для некоторого n ∈ Z} и обладает
свойствами, аналогичными свойствам AP∞F(R, X).

Теорема 1. Пространства AP∞F(R, X) и AP∞F(R, X) изо-
морфны, т.е. распределение Φ ∈ F(R, X) является почти перио-
дическим на бесконечности тогда и только тогда, когда функция
y = D−nΦ ∈ F(R, X) является почти периодической на бесконеч-
ности.
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1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-31-
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О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ПОЧТИ
ПЕРИОДИЧЕСКИХ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ

ФУНКЦИЙ ИЗ ОДНОРОДНЫХ ПРОСТРАНСТВ1

И.И. Струкова (Воронеж, ВГУ)
irina.k.post@yandex.ru

Символом F = F(R, X) обозначим однородное пространство
функций, определенных на R, со значениями в комплексном банахо-
вом пространствеX (см. [1]). ПустьF0(R, X) — наименьшее замкну-
тое подпространство из F(R, X), содержащее все функции ϕx, x ∈
F(R, X), где ϕ ∈ Cb(R, X) бесконечно дифференцируема и suppϕ –
компакт, а Fc(R, X) — замкнутое подпространство из F(R, X) вида
{x ∈ F(R, X) : функция t 7→ S(t)x : R → F(R, X) непрерывна}.

Функция x ∈ Fc(R, X) называется почти периодической на бес-
конечности, если класс эквивалентности x̃ = x+F0(R, X) является
почти периодическим вектором в F(R, X)/F0(R, X) (см. [1]).

Функция x ∈ Fc(R, X) называется медленно меняющейся на
бесконечности, если (S(t)x− x) ∈ F0(R, X) для любого t ∈ R.

Множества медленно меняющихся и почти периодических на
бесконечности функций из F(R, X) обозначим Fsl,∞ и AP∞F . Если
F(R, X) = Cb(R, X), то Fsl,∞(R, X) = Csl,∞(R, X) (см. [2]).

Теорема 1. Коэффициенты любого ряда Фурье функции x ∈
AP∞F(R, X) принадлежат пространству Fsl,∞(R, X) и удовле-
творяют условию lim

n→∞
‖xn‖F = 0. Кроме того, можно построить

ряд Фурье такой, что xn ∈ Csl,∞(R, X), n ∈ Z.
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ФРЕЙМЫ В БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ1

П.А. Терехин (Саратов, СГУ)
terekhinpa@mail.ru

Пусть X — банахово пространство и Ξ — банахово пространство
последовательностей с естественным базисом (δn)

∞
n=1.

Система (xn)
∞
n=1 ⊂ X \ {0} называется фреймом в X относи-

тельно Ξ, если существуют постоянные 0 < A 6 B <∞ такие, что
для всех x∗ ∈ X∗ выполняются неравенства

A‖x∗‖X∗ 6 ‖(〈xn, x∗〉)∞n=1‖Ξ∗ 6 B‖x∗‖X∗ .

Если X — гильбертово пространство и Ξ = ℓ2, то мы получаем
фрейм Даффина–Шеффера.

Теорема 1. Система (xn)
∞
n=1 ⊂ X \ {0} является фреймом

в X относительно Ξ тогда и только тогда, когда выполняются
следующие условия:

a) для любой последовательности ξ = (ξn)
∞
n=1 ∈ Ξ ряд∑∞

n=1 ξnxn сходится в X;
b) для каждого x ∈ X существует последовательность

ξ = (ξn)
∞
n=1 ∈ Ξ такая, что справедливо представление x =∑∞

n=1 ξnxn.
Фрейм (xn)

∞
n=1 ⊂ X называется проективным, если существуют

банахово пространство Y и базис (en)∞n=1 пространстваX⊕Y такие,
что xn = Pen, n = 1, 2, . . . , где P — каноническая проеция X ⊕ Y
на X . В противном случае фрейм называется собственным.

Известно, что всякий фрейм Даффина–Шеффера проективен.
В докладе будут даны конструкции собственных фреймов, по-

рожденных системами сжатий и сдвигов функций в симметричных
пространствах, а также состоящих из значений воспроизводящих
ядер функциональных пространств.
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УТОЧНЕННЫЙ ВИД РАЗЛОЖЕНИЙ ПОПОВИЧУ
ДЛЯ ПОЛИНОМОВ БЕРНШТЕЙНА
ОТ РАЦИОНАЛЬНОГО МОДУЛЯ1

И.В. Тихонов, В.Б. Шерстюков, Д.Г. Цветкович (Москва,
ВМК МГУ, НИЯУ МИФИ, МПГУ)

ivtikh@mail.ru, shervb73@gmail.com, dianacve@inbox.ru

В 1935 г. Тиберий Поповичу в работе [1] отметил среди прочего,
что полиномы Бернштейна для стандартного модуля на симмет-
ричном отрезке [−1, 1] допускают разложение в специальную сум-
му, рекуррентно изменяющуюся при увеличении номера полинома
Бернштейна (см. также [2]). В работах [3], [4] конструкция Попови-
чу была распространена на случай произвольного рационального
модуля, взятого на стандартном отрезке [0, 1]. Возникающие здесь
суммы записывались довольно сложным образом. В настоящем со-
общении мы даем более практичную формулу для общих структу-
рированных разложений типа Поповичу.

Итак, на [0, 1] рассматриваем полиномы Бернштейна

Bn(f, x) =
n∑

k=0

f

(
k

n

)
Ckn x

k (1− x)n−k , n ∈ N, (1)

с порождающей функцией типа рационального модуля

f(x) = |qx− p| , x ∈ [0, 1]. (2)

Считаем, что p, q ∈ N, p < q, НОД (p, q) = 1. Тогда при всех значе-
ниях m ∈ N и r = 0, . . . , q − 1 для полиномов (1) от функции (2)
справедливо представление

Bqm+r(f, x) = p+ (q − 2p)x− 2

q−1∑

s=1

ap,q(s) x
⌈ sp

q ⌉ (1 − x)s−⌊ sp
q ⌋ ×

×
εm(s,r)∑

k=0

1

qk + s
C
pk+jp,q(s)
qk+s

(
xp (1− x)q−p

)k
, (3)

где

εm(s, r) =




m, s 6 r − 1 ,

m− 1 , s > r ,
(4)

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ в рамках
научного проекта № 18-01-00236.
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ap,q(s) =




q
〈
sp
q

〉
, s ∈ ∆

(1)
p,q ,

q
{
sp
q

}
, s ∈ ∆

(2)
p,q ,

(5)

jp,q(s) =





⌈
sp
q

⌉
, s ∈ ∆

(1)
p,q ,

⌊
sp
q

⌋
, s ∈ ∆

(2)
p,q ,

(6)

∆(1)
p,q =

{
s ∈ N : s 6 q − 1,

〈
sp

q

〉
6
p

q

}
, (7)

∆(2)
p,q =

{
s ∈ N : s 6 q − 1,

〈
sp

q

〉
>
p

q

}
. (8)

В формулах (3), (5)–(8) используем обычные обозначения ⌊a⌋, ⌈a⌉
для пола и потолка числа a ∈ R и, соответственно, обозначения

{a} = a− ⌊a⌋ , 〈a〉 = ⌈a⌉ − a

для дробной и антидробной частей числа a ∈ R.
Способ индексации (4) для верхнего предела во внутренней сум-

ме (3) дает, в частности, стандартное правило склеивания

Bqm+1(f, x) = Bqm(f, x) , m ∈ N ,

действующее при выборе функции (2) (см. также [2]).
При p = 1 формулы (5)–(8) упрощаются, и разложение (3) мож-

но свести к виду

Bqm+r(f, x) = 1 + (q − 2)x− 2

q−1∑

s=1

sx (1 − x)s×

×
εm(s,r)∑

k=0

1

qk + s
Ckqk+s

(
x (1 − x)q−1

)k
.

Аналогичное представление с соответствующими поправками бу-
дет справедливо при p = q − 1. При всех остальных p так просто
не получается из-за нетривиального разброса индекса s по множе-
ствам (7), (8) и общей непредсказуемости при вычислении значе-
ний (5), (6).
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Так, например, для функции

f(x) = |5x− 2|, x ∈ [0, 1],

с изломом в точке x = 2/5 формула (3) приводится к виду

B5m+r(f, x) = 2 + x− 2

εm(1,r)∑

k=0

2

5k + 1
C2k

5k+1 x
2k+1 (1 − x)3k+1 −

− 2

εm(2,r)∑

k=0

1

5k + 2
C2k+1

5k+2 x
2k+1 (1− x)3k+2 −

− 2

εm(3,r)∑

k=0

1

5k + 3
C2k+1

5k+3 x
2k+2 (1− x)3k+2 −

− 2

εm(4,r)∑

k=0

2

5k + 4
C2k+2

5k+4 x
2k+2 (1− x)3k+3 .

Здесь m ∈ N, r = 0, 1, 2, 3, 4, а значения εm(s, r) при s = 1, 2, 3, 4
вычисляются по формуле (4).

Разложения, подобные (3), дают новые возможности при ис-
следовании полиномов Бернштейна для рациональных модулей ви-
да (2). Два направления представляются здесь особо перспектив-
ными: а) точные оценки для скорости сходимости полиномов Берн-
штейна к приближаемой функции (2); б) распределение нулей этих
полиномов на плоскости C (см. также [3]–[5]).
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КОМБИНАТОРНЫЕ СТРУКТУРЫ,
СВЯЗАННЫЕ С ЯВНОЙ ЗАПИСЬЮ

ПОЛИНОМОВ БЕРНШТЕЙНА
НА СИММЕТРИЧНОМ ОТРЕЗКЕ1

И.В. Тихонов, В.Б. Шерстюков, М.А. Петросова (Москва,
ВМК МГУ, НИЯУ МИФИ, МПГУ)

ivtikh@mail.ru, shervb73@gmail.com, petrosova05@mail.ru

В теории аппроксимации есть одно специальное направление,
связанное с оценками скорости роста коэффициентов в алгебраи-
ческих полиномах, приближающих различные негладкие функции
(см. [1]–[3]). Удобным объектом для подобных исследований явля-
ются классические полиномы Бернштейна (см. [4]). При этом, как
выяснено в недавних работах [5]–[8], cлучай полиномов Бернштей-
на на симметричном отрезке [−1, 1] имеет существенные отличия
от случая стандартного отрезка [0, 1]. Теория на [−1, 1] оказывается
существенно «богаче». Коротко изложим лишь самое главное.

Для функции f ∈ C[−1, 1] полиномы Бернштейна вводят фор-
мулой

Bn(f, x) =
1

2n

n∑

k=0

f

(
2k

n
− 1

)
Ckn (1 + x)k (1− x)n−k, n ∈ N. (1)

Рассмотрим для (1) алгебраическую запись

Bn(f, x) =
n∑

m=0

an,m(f)x
m, n ∈ N. (2)

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ в рамках
научного проекта № 18-01-00236.
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Важной характеристикой является величина

Sn(f) ≡
n∑

m=0

∣∣an,m(f)
∣∣ , n ∈ N. (3)

Возникает вопрос о поведении на классе f ∈ C[−1, 1] как отдель-
ных коэффициентов an,m(f), так и всей характеристики Sn(f) при
изменении номера n ∈ N.

Из общего результата Рулье [2] следует оценка

Sn(f) 6 2n ‖f ‖ , ‖f ‖ ≡ max
−16x61

∣∣f(x)
∣∣ , n ∈ N. (4)

Однако, оказывается, что экспоненциальный рост 2n в (4) завышен,
и истинная картина несколько иная. Для получения масимально
точных результатов требуется знать закон образования коэффици-
ентов an,m(f) в формуле (2).

Теорема 1. Пусть f ∈ C[−1, 1] с полиномами Бернштей-
на (1). Тогда коэффициенты an,m(f) в записи (2) выражаются в
виде

an,m(f) = 2−nCmn

n∑

k=0

Dk
n,m f

(
1− 2k

n

)
(5)

при всех n ∈ N, m = 0, 1, . . . , n, со значениями

Dk
n,m =

∑

j

(−1)j Cjm C
k−j
n−m. (6)

Сумма (6) распространяется на все допустимые j, что дают
ненулевые произведения Cjm C

k−j
n−m. Замыкая формулы, полезно

принять также, что D0
0,0 = C0

0 = 1 и a0,0(f) = f(0).

Числа Dk
n,m из формулы (6) обладают замечательными свой-

ствами. Работая с ними, удобно зафиксировать индекс m, соответ-
ствующий выбранной степени xm в записи (2) полиномов Bn(f, x).
Последовательно увеличивая номер n = m, m + 1, m + 2, . . . ,
имеем строки числовых множителей

D0
n,m , D

1
n,m , D

2
n,m , . . . , D

n−1
n,m , Dn

n,m , (7)

фигурирующих в выражении (5) для коэффициентов an,m(f).
При m = 0 формула (6) дает элементы Dk

n,0 = Ckn обычного
треугольника Паскаля. При последующих m ∈ N числа Dk

n,m об-
разуют аналогичные структуры в виде так называемых трапеций
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Паскаля (см. [5]–[7]). Каждая трапеция при фиксированном m ∈ N

строится по своим начальным и краевым условиям с учетом пра-
вила Паскаля Dk−1

n,m +Dk
n,m = Dk

n+1,m.
Например, при m = 2 числа Dk

n,2 образуют бесконечную тра-
пецию вида

1 −2 1
1 −1 −1 1

1 0 −2 0 1
1 1 −2 −2 1 1

1 2 −1 −4 −1 2 1
1 3 1 −5 −5 1 3 1

Приведены строки, начиная с n = 2 до n = 7.
При m = 3 для чисел Dk

n,3 получаем трапецию

1 −3 3 −1
1 −2 0 2 −1

1 −1 −2 2 1 −1
1 0 −3 0 3 0 −1

1 1 −3 −3 3 3 −1 −1

Приведены строки, начиная с n = 3 до n = 7.
Примеры вполне наглядны: для m-й трапеции с числами Dk

n,m

начальная строка при n = m выглядит как m-я строка в обычном
треугольнике Паскаля, но только со знакочередованием.

В рамках новой теории анализ обогащается, ибо к одному тре-
угольнику Паскаля добавляется счетное число объектов похожей
природы. Производящей функцией строки (7) является так назы-
ваемый бибином (или двойной бином) вида

(1− x)m (1 + x)n−m =
n∑

k=0

Dk
n,mx

k. (8)

Здесь n,m ∈ N ∪ {0} и n > m. Учет формулы (8) существенно об-
легчает изучение трапеций Паскаля. Ряд тождеств и соотношений,
действующих для чисел Dk

n,m , отмечен в [5]–[7].
Вернемся к задаче о коэффициентах в полиномах Бернштейна.

По формуле (5) имеем оценку
∣∣an,m(f)

∣∣ 6 2−n Cmn ηn,m ‖f ‖ , n > m, (9)
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где

ηn,m ≡
n∑

k=0

∣∣Dk
n,m

∣∣ , n > m. (10)

Характеристика (10) весьма интересна. Ясно, что

ηn,0 ≡
n∑

k=0

|Dk
n,0| =

n∑

k=0

Ckn = 2n, n > 0. (11)

При последующих m ∈ N поведение величины ηn,m усложняется.
Специальным анализом первых двух трапеций Паскаля удается по-
казать, что при n→ ∞ действуют асимптотики

ηn,1 ∼
√

2

π

2n√
n
, ηn,2 ∼

√
8

πe

2n

n
. (12)

Второй результат представляется крайне неожиданным из-за при-
сутствия в асимптотике «экзотического» множителя πe. Некоторые
детали, связанные с получением оценок (12), раскрыты в [7]. Фор-
мулы (11), (12) подсказывают гипотезу, что ηn,m ∼ Mm 2n n−m/2

при n→ ∞, но общий вид множителя Mm установить не просто.
Как отмечено в [7], на основе формулы (9) и с учетом одного

специального свойства характеристики (10) получаем следующий
результат, существенно уточняющий прежнюю оценку (4).

Теорема 2. Для величины Sn(f) из формулы (3), выражаю-
щей сумму модулей коэффициентов полиномов Бернштейна при
алгебраической записи (2) на [−1, 1] , справедлива оценка

Sn(f) 6 2qn ‖f ‖ , n ∈ N, (13)

со значением q = 3/2.

Более тонкий анализ выражения (5), без перехода к огрубленной
форме (9), позволяет убрать числовой множитель в (13) и получить
нужную оценку в виде

Sn(f) 6 qn ‖f ‖ , n ∈ N,

где снова q = 3/2. Но и такой результат допускает улучшение: срав-
нительно недавно нам удалось установить, что «правильным» зна-
чением основания q в асимптотической оценке сверху для Sn(f) бу-
дет не q = 3/2, а q =

√
2. Пример f(x) = |x|, подробно разобранный

в [8], показывает, что значение q =
√
2 уже не уменьшаемо. В этом

смысле пример f(x) = |x| оказывается близким к экстремальному.
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НИЗКОЭНЕРГЕТИЧЕСКИМ ЭЛЕКТРОННЫМ
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ПОЛУПРОВОДНИКОВОМ МАТЕРИАЛЕ1
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исследовательский университет), Калужский филиал)
∗turtin@mail.ru, ∗∗m.stepovich@rambler.ru, ∗∗∗evfs@yandex.ru

Одним из наиболее информативных бесконтактных неразруша-
ющих методов количественного анализа и идентификации локаль-
ных параметров материалов полупроводниковой оптоэлектроники
является использование катодолюминесцентного (КЛ) излучения,
возникающего при взаимодействии остро сфокусированного элек-
тронного пучка (электронного зонда) с объектом исследования. Од-
нако ранее задача оценки корректности используемых математи-
ческих моделей для количественных КЛ исследований не только
не рассматривалась, но даже и не ставилась, за весьма небольшим
исключением — см., например, [1, 2]. Отсутствие математически
корректных моделей во многих случаях не позволяет решить, а
нередко даже сформулировать, обратную задачу идентификации
параметров исследуемых объектов.

Ранее [1–3] нами рассмотрена задача диффузии неосновных но-
сителей заряда (ННЗ), генерированных электронным зондом в од-
нородном полупроводнике. Проведена оценка корректности пря-
мой задачи: установление существования решения, доказательство
единственности решения, обоснование непрерывной зависимости
решения от данных задачи (начальных и граничных условий, сво-
бодного члена, коэффициентов операторного уравнения).

В настоящей работе рассмотрена математическая модель, опи-
сывающая излучательную рекомбинацию ННЗ и спад КЛ после
прекращение облучения полупроводника электронами. Рассмотре-

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований и правительства Калужской области (проект № 18–
41–400001).
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ние проведено для электронных пучков низких энергий, что поз-
воляет свести рассматриваемую задачу к двумерной. Для случая
линейной рекомбинации ННЗ зависимость интенсивности КЛ от
времени I(t) может быть описана как [4]

I(t) ∼ 2πAR

∫ ∞

0

[b(v)/ (v a(v))]
[
1 + exp

(
−a2(v)Dt

)
−

−erf
(
a(v)

√
Dt
)]
J1(vR) dv.

Здесь J1(vR) — функция Бесселя первого рода, а остальные соот-
ношения определены в [4].

Получены количественные оценки, сформулированные в виде
теорем, устанавливающие условия корректности рассматриваемой
задачи. Проведено сравнения результатов расчётов с использова-
нием рассматриваемой модели КЛ с результатами экспериментов.
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РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ ДЕСКРИПТОРНОГО
УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА С

ВОЗМУЩЕННЫМ ОПЕРАТОРОМ ПРИ
ПРОИЗВОДНОЙ

В.И. Усков (Воронеж, ВГЛТУ)
vum1@yandex.ru

Рассматривается уравнение:

(A+B)
dx

dt
= F (t, x(t)), (1)

где A, B — линейные замкнутые операторы, действующие в бана-
ховом пространстве E, с областями определения, всюду плотными
в E; A — фредгольмов оператор с нулевым индексом; F (ξ, η) — за-
данная достаточно гладкая по совокупности переменных функция;
t ∈ [0, T ].

Такие уравнения описывают экономические процессы межот-
раслевого баланса (уравнение Леонтьева), явления в электрических
и гидравлических цепях, продольные колебания в молекулах ДНК
и т.д.

Производится регуляризация уравнения (1), то есть разреше-
ние относительно производной. Для этого применяется метод кас-
кадного расщепления уравнения на уравнения в подпространствах
[1]. Рассматривается задача Коши для этого уравнения с F ≡
C(t)x(t) + f(t). Определены условия, при которых решение зада-
чи существует, единственно; найдено это решение в аналитиче-
ском виде. Приводится пример уравнения (1) с A − матрично-
дифференциальным оператором [2], B = c · I, c ∈ C.
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ИЗ ИСТОРИИ РОССИЙСКОЙ ИНФОРМАТИКИ
О.Ф. Ускова, Н.А. Каплиева, О.Д. Горбенко

(Воронеж, ВГУ)
kaplieva@amm.vsu.ru

Прошедший, 2018 год, знаменит не только тем, что наш вуз Во-
ронежский государственный университет отпраздновал свой сто-
летний юбилей, но и тем, что Российской информатике исполнилось
70 лет, днем рождения которой считается 4 декабря 1948 года.

Создателем первых советских и российских ЭВМ является вы-
дающийся российский ученый Исаак Семенович Брук, который в
1939 году выступил на Президиуме Академии наук СССР с докла-
дом о созданном им механическом интеграторе для решения диф-
ференциальных уравнений до шестого порядка.

15 декабря 1951 года успешно завершена работа под руковод-
ством член-корреспондента АН СССР И. С. Брука по созданию
первой цифровой электронно-вычислительной машины M-1, скон-
струированной и собранной в СССР. Известные конструкторы, уче-
ники: И. С. Брука стали конструкторами вычислительной техники
Б. И. Рамеев (серия «Урал»), М. А. Карцев (M-2, М-10, М-13),
Г. П. Лопато (серия «Минск»).

Большой вклад в развитие отечественной вычислительной тех-
ники внес выдающийся российский ученый, конструктор вычис-
лительных машин, один из основоположников отечественной элек-
тронной вычислительной техники Сергей Алексеевич Лебедев, кон-
структор знаменитой серии компьютеров БЭСМ, самая удачная из
которых БЭСМ-6 (первая в мире выполняющая около миллиона
операций в секунду).

Разработчиком первой прикладной компьютерной программы
для решения дифференциальной краевой задачи второго порядка
(1951 г.) является Селим Григорьевич Крейн (совместно с С. А. Ав-
раменко, С. А. Богомолец). Селим Григорьевич Крейн, математик
с мировым именем, заслуженный деятель науки РСФСР, лауреат
Государственной премии Украины, плодотворно работал в 60–70 го-
дах прошлого века в Воронежском государственном университете
заведующим кафедрой уравнений в частных производных, воспи-
тал несколько поколений математиков профессионалов.
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ФРЕЙМЫ ПАРСЕВАЛЯ И ДИСКРЕТНОЕ
ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ВИЛЕНКИНА-КРЕСТЕНСОНА

Ю.А. Фарков (Москва, РАНХиГС)
farkov-ya@ranepa.ru

Пусть p и n — натуральные числа, p > 2. Положим N = pn

и N1 = pn−1. Обозначим через CN пространство комплексных
N -периодических последовательностей со стандартным скалярным
произведением. Для любого N -мерного комплексного ненулевого
вектора (b0, b1, . . . , bN−1), удовлетворяющего условию

|bl|2 + |bl+N1 |2 + · · ·+ |bl+(p−1)N1
|2 6

p

N2
, l = 0, 1, . . . , N1 − 1,

с помощью дискретного преобразования Виленкина-Крестенсона
найдены последовательности u0, u1, . . . , ur ∈ CN такие, что система

{Tp ku0}N1−1
k=0 ∪ {Tp ku1}N1−1

k=0 ∪ · · · ∪ {Tpkur}N1−1
k=0 ,

где Tk — оператор p-ичного сдвига, является фреймом Парсеваля
для CN . В частных случаях предлагаемый метод построения фрей-
мов Парсеваля приводит к конструкциям из [1,2].
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ОБ ОБЩЕМ РЕШЕНИИ ЛИНЕЙНОГО
ОДНОРОДНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

УРАВНЕНИЯ В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ В
СЛУЧАЕ КОМПЛЕКСНЫХ

ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ
В.И. Фомин (Тамбов, ТГТУ)

vasiliyfomin@bk.ru

В банаховом пространстве E рассматривается уравнение

y(n) +A1 y
(n−1) + ...+An−1 y

′ +An y = 0, 0 6 t <∞, (1)

где A i ∈ L(E), 1 6 i 6 n; L(E) — банахова алгебра ограниченных
линейных операторов, действующих из E в E. Структура общего
решения уравнения (1) определяется видом его характеристических
операторов, т.е. корней характеристического операторного уравне-
ния

P (Z) = O, (2)

где P (Z) = Zn+A1Z
n−1 + ...+An−1Z+An — характеристический

операторный полином уравнения (1). Уравнение (2) рассматрива-
ется в банаховой алгебре [1]

CL(E) = [L(E)]2 = L(E)× L(E) = {Z = (A,B)|A,B ∈ L(E)}

с линейными операциями (A1 , B1)+(A2 , B2) = (A1+A2 , B1+B2);
α (A ,B) = (αA,αB), где α ∈ R; операцией умножения (A1 , B1) ·
(A2 , B2) = (A1A2 −B1B2, A1B2 +B1A2) и любой из норм

‖ (A ,B) ‖ = [ ‖A ‖p + ‖B ‖p]
1
p , p > 1; ‖ (A ,B) ‖ = max {‖A‖, ‖B‖}

(эти нормы эквивалентны [2, с. 103]). Любой комплексный оператор
вида (A ,O) отождествляется с соответствующим оператором A ∈
L(E): (A ,O) = A, ∀A ∈ L(E), в частности, (O ,O) = O, (I , O) = I.
В силу этого соглашения можно считать, что пространство ком-
плексных операторов является расширением пространства ограни-
ченных линейных операторов: L(E) ⊂ CL(E). Пространство CL(E)

удобно представить в виде CL(E) = {Z = A+ IB|A ,B ∈ L(E)}, где
I = (O , I) — мнимая операторная единица (заметим, что I2 =
I · I = (−I, O) = −I; в силу этого допустима запись I =

√
−I).

Если ImZ = O, то Z = A ∈ L(E) (такие операторы называются
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действительными). Если ReZ = O, ImZ 6= O, то Z = IB (такие
операторы называются чисто мнимыми).

Пусть характеристический полином P (Z) уравнения (1) име-
ет p простых действительных корней Λ1, ... , Λp и q пар простых
чисто мнимых сопряжённых корней Z1 = IB1, Z̄1 = −IB1, ...,
Zq = IBq,Z̄q = −IBq, при этом p+2q = n. При выполнении условий
Ak Λi = ΛiAk, Ak Bj = Bj Ak, 1 6 k 6 n, 1 6 i 6 p, 1 6 j 6 q,
уравнение (1) имеет n-параметрическое семейство решений

y =

p∑

i = 1

eΛi twi +

q∑

j = 1

(cosBj t)xj +

q∑

j = 1

(sinBj t)zj , (3)

где wi , xj , zj (1 6 i 6 p,1 6 j 6 q) — произвольные элементы из
E (свободные параметры). Семейство решений (3) уравнения (1)
будет общим решением этого уравнения, если при любом фикси-
рованном наборе начальных значений y0, y′0, ..., y(n−1)

0 решение
задачи Коши для уравнения (1) с начальными условиями

y(0) = y0, y′(0) = y′0, ..., y(n−1)(0) = y
(n−1)
0 (4)

принадлежит семейству (3). Пусть, для определённости, порядок
n уравнения (1) нечётен. Тогда начальные условия (4) принимают
вид

p∑
i = 1

wi +
q∑

j = 1

xj = y0,

p∑
i = 1

Λ2l−1
i wi +

q∑
j = 1

(−1)l+1B2l−1
j zj = y

(2l−1)
0 ,

p∑
i = 1

Λ2l
i wi +

q∑
j = 1

(−1)lB2l
j xj = y

(2l)
0

(5)

(l = 1, 2, ..., n−1
2 ). С помощью операторно-векторного правила Кра-

мера решения систем линейных векторных уравнений в банахо-
вом пространстве [3] указаны условия, при которых система урав-
нений (5) является определённой, найдено её решение. Таким об-
разом, решение задачи Коши (1), (4) получается из формулы (3)
подстановкой в неё вместо свободных параметров соответствующих
компонент решения системы уравнений (5).
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МАТОЖИДАНИЕ НЕЗАВЕРШЕННОЙ РАБОТЫ В
СМО С БЕСКОНЕЧНЫМ НАКОПИТЕЛЕМ,

ДИФФУЗИОННОЙ ИНТЕНСИВНОСТЬЮ ВХОДНОГО
ПОТОКА И НУЛЕВЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ СНОСА

Е.С. Фролова, Т.А. Жук, Н.И. Головко
(Владивосток, ДФУ)

eu.frolova@yandex.ru, Tatyana zhukdv@mail.ru, ygolovko@yahoo.com

При анализе показателей качества функционирования инфор-
мационных сетей применяются системы массового обслуживания в
качестве моделей информационных систем и их элементов. Стати-
стический анализ потока заявок, поступающих на web-серверы, по-
казывает диффузионный характер изменения интенсивности вход-
ного пуассоновского потока. В данной работе исследуется матема-
тическая модель СМО в виде системы уравнений относительно ста-
ционарных характеристик незавершенной работы в СМО с диффу-
зионной интенсивностью входного потока. Находится в явном виде
среднее значение незавершенной работы в стационарном режиме.

Рассматривается система массового обслуживания с одним об-
служивающим прибором, экспоненциальным обслуживанием с па-
раметром µ и бесконечной емкостью накопителя. На вход СМО по-
ступает дважды стохастический пуассоновский поток заявок, ин-
тенсивность которого λ(t) представляет собой диффузионный про-
цесс с нулевым коэффициентом сноса a = 0 и коэффициентом диф-
фузии b > 0. Случайный процесс λ(t) принимает значения на ин-
тервале [α, β] с упругими границами.

Обозначим qk(x) = P{ν = k, x < λ < x+ dx}/dx, где ν — число
заявок в СМО и λ — интенсивность входного потока в стационар-
ном режиме; qk(x) — стационарные характеристики числа заявок,
k > 0; f(x) = P {x < λ < x+ dx} /dx — стационарная плотность λ,
x ∈ [α, β], U(t) — незавершенная работа системы в момент времени
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t, U — незавершенная работа в стационарном режиме. Незавершен-
ная работа U(t) представляет собой время, необходимое для осво-
бождения системы от всех заявок, находящихся в ней в момент t.
В момент прихода очередной заявки незавершенная работа равна
времени ожидания заявкой начала обслуживания.

Обозначим через h(ω, x) = P{U 6 ω;x < λ(t) < x + dx}/dx,
h(ω) = h′

ω(ω, x) — стационарную функцию и плотность распределе-
ния незавершенной работы, соответственно. В работе [1] приведено
для рассматриваемой СМО полученное с применением динамики
Колмогорова уравнение относительно h(ω, x).

В данной работе получены краевые условия для h(ω, x) :

h′
x(ω, xi) = 0, x1 = α, x2 = β.

Обозначим преобразование Лапласа-Стилтьеса

hc(r, x) =

∫ ∞

0−
e−rwh(ω, x)dω, r ∈ C, |r| > 0,

плотность по x матожидания незавершенной работы

MU(x) =

∫ ∞

0−
ωh(ω, x)dω = E(x).

В результате применения преобразования Лапласа-Стилтьеса к
уравнениям для h(ω, x) получены уравнения для hc(r, x).

Теорема 1. Если в СМО существует стационарный режим,
то функция hc(r, x) удовлетворяет задаче Коши

hc(r, x)r
(
1− x(r + µ)−1

)
+ bhc

′′
xx(r, x)/2 = rq0(x), (1)

с краевыми условиями

hc
′
x(r, xi) =

∂hc(r, x)

∂x

∣∣∣
x=xi

= 0, x1 = α, x2 = β.

Из (1) при r = 0 получим hc(0, x) = f(x) = (β − α)−1. После
дифференцирования левой и правой частей (1) по r и приравнива-
ния r = 0 следует краевая задача относительно E(x) = −hc′r(0, x).
Решение данной краевой задачи получено в явном виде:

E(x) = (2/b)

∫ x

α

(x− u)
[
f(u)(1− u/µ)− q0(u)

]
du,
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откуда среднее значение незавершенной работы MU =
∫ β
α
E(x)dx.

Литература
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ПРИБЛИЖЕННЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ
ЗАДАЧИ О ГИДРАТООБРАЗОВАНИИ В ПОРИСТОЙ

СРЕДЕ1

М.К. Хасанов, Н.Г. Мусакаев, С.Л. Бородин
(Стерлитамак, Стерлитамакский филиал БашГУ,

Тюмень, ТюмФ ИТПМ СО РАН,
Тюменский индустриальный университет)

hasanovmk@mail.ru

На основе методов и подходов механики многофазных сред
[1] построена система нелинейных дифференциальных уравнений,
описывающая течение газа в пористой среде с учетом образования
газогидрата. Получены автомодельные решения задачи, описываю-
щие распределения давления и температуры в отдельных областях
пласта. При подстановке этих решений в соотношения на границе
фазовых переходов возникает система трансцендентных уравнений,
в общем случае допускающая решение только с использованием
численных методов. Принципиальный интерес представляет полу-
чение аналитического решения, устанавливающего определенный
вид функциональной зависимости координаты границы фазового
перехода от параметров инжектируемого газа и пористой среды.

При построении приближенного аналитического решения ис-
пользованы результаты расчетов, которые показали, что распре-
деление температуры в пласте близко к ступенчатому со скачком
температуре на фронте образования газового гидрата. С учетом
этого обстоятельства получено решение со скачком температуры на
границе фазовых переходов в виде функции координаты этой гра-
ницы от значений давления и температуры на ней. При этом рас-
четным путем установлено, что при высоких значениях абсолютной

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фун-
даментальных исследований (проект № 18-29-10023)
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проницаемости пористой среды значение давления на границе об-
разования газового гидрата приближается к значению начального
давления в пласте, а значение температуры на этой границе – к
значению равновесной температуры гидратообразования, соответ-
ствующей исходному давлению в пористом коллекторе.

Литература
1. Нигматулин Р.И. Динамика многофазных сред. Ч. 2. /

Р.И. Нигматулин. — М. : Наука, 1987. — 360 с.

О СУММИРОВАНИИ РЯДОВ ФУРЬЕ МЕТОДОМ
ВОРОНОГО

Ю.Х. Хасанов, Ё.Ф. Касымова (Душанбе, РТСУ)
yukhas60@mail.ru

Пусть измеримая и интегрируемая по Лебегу периода 2π функ-
ция f(x) имеет соответствующий ряд Фурье. Линейным операто-
ром, или (W, pn)–средними Вороного [1] называются средние вида

Wn(f ;x; pn) =
1

Pn

n∑

k=0

pn−kSk(f ;x),

где p0 > 0, pk > 0 (k = 1, 2, . . .), Pn = p0 + p1 + . . .+ pn;

Sk(f ;x) =

k∑

v=0

Av(x)

–частные суммы порядка k ряда Фурье функции f(x).
В этой работе докажем утверждение, в котором для каждого

n > 1, содержится оценка сверху величины

ρ(f ;x;Wn) = |f(x)−Wn(f ;x; pn)| → 0 (n → ∞)

через последовательность наилучших приближений функции в рав-
номерной метрике.

Теорема. Пусть f(x) – непрерывная, периодическая периода 2π
функция. Тогда имеет место следующая оценка

ρ(f ;x;Wn) 6
C

Pn

m+1∑

ν=0



2ν

2ν+1∑

k=2ν−1

p2n−k





1/2

E2ν−1(f),
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где
Ek(f) = max

x
|f(x)− Tk(x)|,

Tk(x) – тригонометрический полином порядка не выше k осу-
ществляющий наилучшее приближение функции f(x) в равномер-
ной метрике, 2m 6 n 6 2n+1, C – независимая константа.

Литература
1. Барон С.А. Введение в теорию суммируемости рядов /

С.А. Барон. — Таллинн : Валгус, 1977. — 280 с.

ОБ ОПТИМАЛЬНЫХ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ ОЦЕНКАХ
СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

В.Л. Хацкевич (Воронеж, ВУНЦ ВВС Военно-воздушная
академия им. проф. Н.Е.Жуковского и Ю.А.Гагарина)

vlkhats@mail.ru

Пусть имеется n наблюдаемых случайных величин ξ1, ξ2, ..., ξn,
характеризующих значения ненаблюдаемой величины η. Будем
предполагать, что случайные величины η и ξi (i = 1, 2, ..., n) име-
ют конечные вторые моменты, а также, что случайные величины
ξi (i = 1, 2, ..., n) попарно независимы. Кроме того, для упрощения
формулировок, будем считать, что математическое ожидание Eη =
0. Обозначим Xi = E(η|ξi) — условное математическое ожидание
случайной величины η относительно ξi (i = 1, 2, ..., n). Как извест-
но, регрессия Xi дает наилучшую оценку η в случае одномерного
приближения (борелевской функцией от ξi). По формуле полного
математического ожидания EXi = Eη = 0 (i = 1, 2, ..., n). Пусть
δ2i = DXi — дисперсии случайных величины Xi (i = 1, 2, ..., n), а
σ2 = Dη — дисперсия случайной величины η.

В качестве оценки случайной величины η будем рассматривать

квазилинейное выражение Zn =
n∑
i=1

αiXi с некоторыми веществен-

ными коэффициентами αi. Рассмотрим задачу о подборе коэф-
фициентов αi так, чтобы минимизировать среднеквадратическую
ошибку

E
(
η −

n∑

i=1

αiXi

)2
→ min . (1)

Оказывается, что оптимальными являются коэффициенты αi =
1 (i = 1, 2, ..., n). А именно имеет место
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Теорема 1. Оценка ηопт, определяемая формулой

ηопт =

n∑

i=1

Xi, (2)

обеспечивает минимум среднеквадратической ошибки (1) по всем

действительным αi. Этот минимум равен σ2−
n∑
i=1

δ2i . Оптималь-

ная оценка является несмещенной, т.к. Eηопт = Eη = 0. Кроме того,
ηопт обладает максимальным корреляционным свойством, а имен-
но, справедливы следующие утверждения

Теорема 2. Оценка ηопт (2) обладает наибольшим коэффи-
циентом корреляции с η по сравнению с другими оценками вида
n∑
i=1

αiXi (i = 1, 2, ..., n).

Теорема 3. Оценка ηопт (2) обладает наибольшим коэффи-
циентом корреляции с η по сравнению с другими оценками вида
n∑
i=1

ϕi(ξi), где ϕi — произвольные борелевские функции, такие что

E(ϕi(ξi)) = 0 (i = 1, 2, ..., n).
Результаты, предъявленные в настоящей работе, относятся к

теории статистической регрессии (см., напр., [1] §5.6, [2] гл. 26–28).
Однако ранее, по-видимому, не приводились.
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ПОЧТИ ВЫПУКЛОСТЬ И ОГРАНИЧЕННОСТЬ
ДИАМЕТРОВ БЛИЖАЙШИХ ЭЛЕМЕНТОВ 1

И.Г. Царьков (Москва, МГУ)
tsar@mech.math.msu.su

Для произвольного множества M в некотором линейном норми-
рованном пространствеX через ̺(y,M) (y ∈ X, M ⊂ X) обозначим
расстояние до множества M, т.е. величину inf

z∈M
‖z − y|. Через PMx

обозначим множество всех ближайших точек из M для x ∈ X, т.е.

1 Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект № 16-01-00295-a.
c© Царьков И.Г., 2019
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множество {y ∈M | ‖y−x| = ̺(x,M)}. Отображение PM называют
метрической проекцией на множество M . Через convM и convM
обозначим соответственно выпуклую оболочку M и ее замыкание.

Нами будет получена более точная, чем в работе [1], оценка по-
чти выпуклости приближающего множества, у которого в гильбер-
товом пространстве diamPMx 6 ε для всех x ∈ X . Аналогичные
оценки почти выпуклости в аналогичной задаче для равномерно
гладких и выпуклых пространств также могут быть получены.

В банаховом пространстве X можно рассмотреть величину

J(X) = sup

{
R(M,X)

diamM
|M : 0 < diamM <∞

}
,

где R(M,X) = inf{R > 0 | M ⊂ B(z,R)} — чебышевский радиус.
Число J(X) называют константой Юнга пространстваX . Известно,
что в конечномерном гильбертовом пространствеH : dimH = m эта
константа равна Jm = J(H) =

√
m

2(m+1) . Для бесконечномерного

гильбертова пространства J∞ = J(H) =
√

1
2 .

Теорема 1. Пусть H — гильбертово пространство, dimH =
n ∈ N, n > 2, M ⊂ H такое аппроксимативно компактное мно-
жество, что ̺(x,M) > a > εJn−1, diamPMx 6 ε для всех x ∈ H.
Тогда N = convM ⊂ Oa(M).

Отметим, что оценка почти выпуклости (радиус окрестностиM)
точна на классе всех аппроксимативно компактных подмножеств
M ⊂ H , для которых diamPM (x) 6 ε для всех x ∈ H .

Следствие. Пусть H — гильбертово пространство, dimH =
n ∈ N, n > 2, M ⊂ H — аппроксимативно компактно,
diamPM (x) 6 ε для всех x: ̺(x,M) > εJn−1. Тогда граница N =
convM содержится в OεJn−1(M).
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ОБ ОДНОЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ В
ТЕОРИИ МАГНИТОСОПРОТИВЛЕНИЯ

Д.А. Чечин (Воронеж, ВГУ)

В классической физике явления электропроводности определя-
ются видом неравновесной функции распределения f в фазовом
пространстве (~p,~r), которая находится из решения кинетического
уравнения Больцмана [1]:

df

dt
=
∂f

∂t
+
∂f

∂~r

d~r

dt
+
∂f

∂~p

d~p

dt
= I(f), (1)

где I(f) — интеграл столкновений. Замена производных d~r/dt на
~v и d~p/dt, с использованием второго закона Ньютона, на силу ~F ,
приводит к уравнению вида:

df

dt
=
∂f

∂t
+ ~v

∂f

∂~r
+ ~F

∂f

∂~p
= I(f). (2)

Интеграл столкновений I(f) связан с конкретными процессами
рассеяния. В изотропной модели с упругим рассеянием электро-
нов, когда происходит релаксация импульса без релаксации энер-
гии, обычно применяется релаксационное приближение для инте-
грала столкновений:

I(f) = −(f − f0)/τ,

где f0 — равновесная функция распределения, а τ — среднее время
между столкновениями. Величина плотности тока выражается в
этом случае через функцию распределения следующим образом:

~j = 2e

∫
~vf

d~p

(2π~)3
. (3)

Уравнение движения электрона в магнитном поле имеет вид:

d~p

dt
=
e

c
~v × ~H = ~F . (4)

Интегралами движения являются энергия ε = const, так как

dε

dt
=
∂ε

∂~p

d~p

dt
= ~v ~F = 0, (5)
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и проекция импульса pz = const, если магнитное поле направлено
по оси Oz. Учитывая уравнения движения (4) в форме

dpx
dt

=
e

c
vyH,

dpy
dt

= −e
c
vxH, (6)

получаем:
dp2x + dp2y

dt2
=
(e
c
H
)2

(v2x + v2y).

Так как
√
dp2x + dp2y = dl есть элемент длины в импульсном про-

странстве, то
dl

dt
=
e

c
Hv⊥, v⊥ =

√
v2x + v2y.

Иначе говоря,

dt =
c

eH

dl

v⊥
, t =

c

eH

∫
dl

v⊥
. (7)

Если траектория электрона замкнутая, то этот интеграл мож-
но вычислять по всему контуру, и при этом мы получим период
движения:

T =
c

eH

∮
dl

v⊥
. (8)

Площадь плоскости pz = const изображается интегралом S =∫
dpxdpy.

Вместо того, чтобы вычислять такой интеграл непосредствен-
но, можно изобразить в плоскости pz = const кривые ε = const и
интегрировать вдоль этих контуров и по нормали к ним. Кольцо,
образованное двумя контурами с ε, отличающимися на dε, имеет в
данном месте ширину:

dε |∂ε/∂~p⊥|−1
= dε/v⊥.

Площадь кольца равна dε
∮
dl/v⊥ (интеграл берётся вдоль кон-

тура), а площадь плоскости pz = const изображается интегралом

S =

∫
dε

∮
dl

v⊥
.

Сравнивая с (8), находим, что период движения равен

T =
c

eH

∂S

∂ε
. (9)
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Введём так называемую “циклотронную массу”

mc =
1

2π

∂S

∂ε
. (10)

С учётом последней формулы период выражается в виде

T =
2πcmc

eH
. (11)

Угловая частота Ω = 2π/T = eH/(mcc) называется ларморов-
ской или циклотронной частотой. Циклотронная масса может быть
определена лишь для замкнутых орбит. В присутствии магнитного
поля удобно ввести, вместо px и py, две новые переменные: энергию
ε и “время движения по траектории”

t1 =
c

eH

∫
dl

v⊥
.

Надо иметь ввиду, что в данном случае это не истинное время,
а некоторая функция px и py, связанная с ними уравнениями (6).
Таким образом, получаем

∫
dpxdpy =

∫
dε
dl

v⊥
.

Но так как (c/eH) dl/v⊥ = dt1, то в новых переменных интеграл
по импульсам приобретает вид

2

(2π~)3

∫
dpxdpydpz =

2

(2π~)3
eH

c

∫
dpzdt1dε. (12)

Кинетическое уравнение при наличии постоянных электриче-
ского и магнитного полей может быть написано в виде

∂f

∂t1
ṫ1 +

∂f

∂pz
ṗz +

∂f

∂ε
ε̇ = I(f). (13)

Для ε̇ имеем

ε̇ =
∂ε

∂t
=
∂ε

∂~p

d~p

dt
= ~v

d~p

dt
.

В присутствии электрического и магнитного полей

d~p

dt
=
e

c
~v × ~H + e ~E, (14)
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поэтому
ε̇ = e~v ~E, (15)

ṗz = eEz . (16)

Переменная t1 определяется из уравнений (6), которые отлича-
ются от (14) отсутствием электрического поля. Но в металлах для
не слишком слабых магнитных полей (v/c)H всегда больше E. По-
этому разница между t1 и t мала и dt1/dt ≈ 1. Итак, мы получаем

∂f

∂t1
+
∂f

∂pz
eEz +

∂f

∂ε
e~v ~E = I(f). (17)

Будем искать f в виде

f = f0 −
∂f0
∂ε

ψ. (18)

Так как ε, pz и t1 — независимые переменные, то надо считать
f0 не зависящим от pz. Ввиду этого подстановка (18) в (17) даёт в
низшем порядке по ψ

∂ψ

∂t1
− I(ψ) = e~v ~E. (19)

Это общее уравнение, которое решается в разных конкретных
случаях. Его надо дополнить граничными условиями по t1: для за-
мкнутых траекторий функция ψ должна периодически зависеть от
t1. Если же траектория открытая, то функция ψ не обязана быть
периодической, но должна быть везде конечной. Эти условия дают
однозначное решение уравнения (19).
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О СКОРОСТИ РОСТА СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ
ОДНОЙ СПЕКТРАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ ЧЕТВЕРТОГО

ПОРЯДКА С ПРОИЗВОДНЫМИ
РАДОНА–НИКОДИМА

С.А. Шабров, М.В. Шаброва,
Ф.В. Голованева (Воронеж, ВГУ)

shabrov_s_a@math.vsu.ru

В работе метод, изложенный в [1], адаптируется для оценки ро-
ста собственных значений спектральной задачи

{
Lu ≡ (pu′′xx)

′′
xσ − (ru′x)

′
σ + uQ′

σ = λM ′
σu;

u(0) = u′(0) = u(ℓ) = u′(ℓ) = 0.
(1)

Данная спектральная задача возникает при применении метода Фу-
рье в математической модели, которая описывает малые собствен-
ные колебания растянутого стержня, оба конца которого защемле-
ны, и помещенного во внешнюю среду с локализованными особен-
ностями, приводящими к потере гладкости.

Коэффициент p(x) характеризует материал, из которого изго-
товлен стержень; положителен на отрезке [0, ℓ]; функция r(x) —
сила натяжения струны в точке x; Q(x) определяет упругую ре-
акцию внешней среды, F (x) — внешнюю силу, а M(x) — масса
участка [0, x), σ — мера, порождаемая функцией σ(x), содержит
все особенности системы — это точки, в которых имеются лока-
лизованные особенности. Через S(σ) обозначим множество точек
разрыва функции σ(x).

Решение задачи (1) мы ищем в классе E абсолютно непрерыв-
ных на [0, ℓ] функций u(x), первая производная которых абсолютно
непрерывна на [0, ℓ]; квазипроизводная pu′′xx абсолютна непрерывна
на [0, ℓ]; (pu′′xx)

′
x — σ-абсолютно непрерывна на [0, ℓ].

Под решением будем понимать функцию, принадлежащую клас-
су E, и удовлетворяющую граничным условиям.
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Под собственным значением граничной задачи будем называть
всякое число λ для которого существует нетривиальное решение;
эту функцию называют собственной функцией, отвечающей этому
собственному значению.

Мы предполагаем, что выполняются вполне физические усло-
вия: p(x), r(x), Q(x) и F (x) — функции ограниченной на [0, ℓ] ва-
риации, Q(x) — неубывающая на [0, ℓ] функция и inf

x∈[0,ℓ]
p(x) > 0,

r(x) > 0.
Уравнение в (1) определено на специальном расширении [0, ℓ]σ

отрезка [0, ℓ], в котором каждая точка ξ ∈ S(σ) заменена на тройку
собственных элементов {ξ − 0; ξ; ξ + 0}.

Множество [0, ℓ]σ строится следующим образом. На [0, ℓ] вводим
метрику ρ(x, y) = |σ(x)−σ(y)|. Если S(σ) 6= ∅, то ([0, ℓ], ρ) является
неполным метрическим пространством. Стандартное пополнение и
приводит к [0, ℓ]σ.

Доказана теорема.

Теорема 1. Пусть p(x), r(x), Q(x) и F (x) — σ–абсолютно непре-
рывны на [0, ℓ], Q(x) — не убывает на [0, l] и inf

x∈[0,ℓ]
p(x) > 0,

inf
x∈[0,ℓ]

r(x) > 0. Пусть {λn} — собственные значения задачи (1).

Тогда ряд
∞∑

n=1

1

|λn|2/5+δ
(2)

сходится при любом δ > 0.

Эта теорема усиливает результат, полученный в [2].
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ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ МАЛЫХ

ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ СТЕРЖНЕВОЙ
СИСТЕМЫ

Е.А. Шайна (Воронеж, ВГУ)
katerinashaina@mail.ru

В работе доказывается, что математическая модель




M ′
σ(x)

∂2u

∂t2
=

= − ∂

∂σ

∂

∂x

(
p(x)

∂

∂µ

∂u

∂x

)
+

∂

∂σ

(
r(x)

∂u

∂x

)
− dQ

dσ
u+ f(x, t),

(
pu′′xµ

)
(0, t)− γ1u

′
x(0, t) = 0,(

pu′′xµ
)′
x
(0, t)− (ru′x) (0) + γ2u(0, t) = 0,(

pu′′xµ
)
(ℓ, t) + γ3u

′
x(ℓ, t) = 0,(

pu′′xµ
)′
x
(ℓ, t)− (ru′x) (ℓ, t)− γ4u(ℓ, t) = 0;

∂u

∂t
(x, 0) = ϕ1(x),

(1)

возникающая при моделировании малых вынужденных попереч-
ных колебаний системы, состоящей из растянутых стержней, кото-
рые соединены шарнирно; в каждой точке шарнирного соединения
имеется пружина, реагирующая исключительно на поворот; систе-
ма находится во внешней среде, локальный коэффициент упруго-
сти которой равен dQ; коэффициент p(x) характеризует материал
из которого сделан стержень и отвечает за изгибную жесткость;
r(x) > 0 — сила натяжения стержневой системы в точке x; функ-
ция µ(x) имеет особенности (ввиде скачков) в точках шарнирного
соединения; f(x, t) — сосредоточенная сила (если таковая присут-
ствует), приложенная в точке шарнира в момент времени t, или
плотность силы во всех остальных точках; мера σ, порождаемая
строго возрастающей функцией σ(x), содержит в себе все особен-
ности модели — это и точки шарнирного соединения, и точки в
которых локализованы особенности внешней среды, и присутству-
ют сосредоточенные массы;M(x) — распределение масс на системе,
причем скачки M(x) соответствуют случаю сосредоточенных масс.
К каждой точке x = 0 и x = ℓ присоединены еще по две пружины
жесткостью γ1, γ2 и γ3, γ4 соответственно. Первая пружина, присо-
единенная к левому концу системы, реагирует на крутящий момент,
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возникающий в точке x = 0, а вторая — на смещение левого конца.
Аналогично для пружин, находящихся на правом конце.

Через S(σ) — обозначим точки разрыва функции σ(x); σ-мера
каждой точки ξ ∈ S(σ) равна σ{ξ} = σ(ξ + 0)− σ(ξ − 0). В точках,
принадлежащих S(σ), уравнение в (1) принимает вид

∆M(ξ)
∂2u

∂t2
(ξ, t) =

= −∆
((
p(x)u′′xµ

)′
x

)
(ξ, t) + ∆ (ru′x) (ξ, t)− u(ξ, t)∆Q(ξ) + f(ξ, t),

(2)

где f(ξ, t) характеризует сосредоточенную силу, приложенную в
точке ξ в момент времени t. Помимо (2) в точке ξ «присутствуют»
еще три условия:

u(ξ − 0, t) = u(ξ + 0, t),

p(ξ)
∆u′x(ξ, t)

∆µ(ξ)
= p(ξ − 0)u′′xµ(ξ − 0, t) = p(ξ + 0)u′′xµ(ξ + 0, t).

Далее мы будем предполагать, что S(σ) = S(µ), т. е. дополнитель-
ных особенностей, порождаемые внешней средой и силой, не воз-
никает.

Решение математической модели (1) мы ищем в классе E функ-
ций u(x, t), каждая из которых непрерывна на [0; ℓ] × [0;T ]; име-
ет непрерывные производные по переменной t до второго порядка
включительно при фиксированном x; при постоянном t u(x, t) аб-
солютно непрерывна по x на [0; ℓ]; u′x(x, t) — µ-абсолютно непре-
рывна на [0; ℓ]; p(x)u′′xµ(x, t) — абсолютно непрерывна на [0; ℓ];(
pu′′xµ

)′
x
(x, t) — σ-абсолютно непрерывна на [0; ℓ]; производные

u′′′txµ(x, t) и u′′′xµt(x, t) равны почти всюду (в смысле меры [µ × t]
заданной на прямоугольнике [0; ℓ] × [0;T ]); производные u′′tx(x, t)
и u′′xt(x, t) равны почти всюду в смысле меры Лебега заданной на
[0; ℓ]× [0;T ].

Теорема 1. Пусть p(x), r(x) и Q(x) — σ-абсолютно непрерывны
на [0; ℓ]; p(x) > 0, r(x) > 0 и Q′

σ(x) > 0, f(x, t) непрерывна по со-
вокупности переменных. Математическая модель (1) не может
иметь двух различных решений в классе E.
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О КАНТОРОВОЙ КОМПОНЕНТЕ СПЕКТРА
ОПЕРАТОРА ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ С
ОТКЛОНЯЮЩИМСЯ АРГУМЕНТОМ

А.Ш. Шалданбаев, М.Т. Шоманбаева, И.О. Оразов,
Ж.Б. Бектаева (Шымкент, ЮКГУ)

shaldanbaev51@mail.ru, mtshomanbaeva@mail.ru

Самосопряженный оператор A в гильбертовом пространстве H
разлагается в виде

A =

∫ +∞

−∞
λdE(λ), (1)

где dE(λ) — операторная мера, состоящая из трех компонент:

E(λ) = Ec(λ) + Ea(λ) + Ek(λ),

где Ec(λ) — скачкообразная функция, Ea(λ) — абсолютно непре-
рывна. Функция Ea(λ) равна интегралу Лебега от своей производ-
ной, а производная Ek(λ) равна нулю для почти всех λ. (Функция
Кантора является функцией типа Ek(λ)). Скачки Ec(λ) происходят
в собственных значениях оператора A. Спектр A называется абсо-
лютно непрерывным в интервале I, если (v, Eλv) абсолютно непре-
рывная функция в I для каждого v в гильбертовом пространстве
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H ; в противном случае спектр будет кусочным. Кажется разумным
предположение, что спектры гамильтониана атомов и молекул, ис-
ключая собственные значения, всегда абсолютно непрерывны, ина-
че говоря, декомпозитные произведения (v, Eλv) всегда состоят из
первых двух членов (1). Однако это не доказано, кроме некоторых
случаев, подобных атому водорода, для которых известно явное
выражение для E(λ) [1]. В связи с этим представляют интерес опе-
раторы, обладающие канторовым составляющим спектра, каковым
является изученный нами спектр оператора теплопроводности с от-
клоняющимся аргументом [2].

Постановка задачи. Пусть Ω ∈ R2 — четырехугольник, огра-
ниченный отрезками: AB : 0 6 t 6 T, x = 0;BC : 0 6 x 6 l, t =
T,CD : 0 6 t 6 T, x = l, DA : 0 6 x 6 l, t = 0. Через C2,1(Ω)
обозначим, множество u(x, t) функций, дважды непрерывно диф-
ференцируемых по x, и единожды по t в области Ω. Под границей
области Ω понимаем совокупность отрезков Γ = AB ∪ AD ∪ CD.
Изучить свойства спектра оператора, порожденного в области Ω
дифференциальным выражением

Lu = ut(x, T − t) + uxx(x, t) + aux, (2)

a — const, и краевыми условиями

u|t=0 = 0, u|x=0 = 0, u|x=l = 0. (3)

Под оператором L понимается замыкание этого пока незамкнутого
оператора.

Теорема 1. (а) Если Tπ
2l2 — иррациональное число, то спектр

оператора
Lu = ut(x, T − t) + uxx(x, t),

u|t=0 = u|x=0 = u|x=l = 0.

совпадает с числовой осью −∞,+∞. Спектр состоит из беско-
нечного числа собственных значений и из предельных точек соб-
ственных значений. Оператор L обратим, но

(
L
)−1

неограничен.
(б) Если Tπ

2l2 — рациональное число и 1
4 /∈ Tπ

2l2 ,m = 1, 2, ... , то
оператор L ограниченно обратим. Спектр оператора L состоит
из бесконечного множества собственных значений и их предель-
ных точек, которые также бесконечны и не имеют предельной
точки, точнее, на каждом ограниченном сегменте содержится
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лишь конечное число предельных точек множества собственных
значений {λm,n},m = 1, 2, ...;n = 1, 2, ... .

(в) Если Tπ
2l2 — рациональное число и 1

4 ∈ Tπ
2l2 , то обратный опе-

ратор
(
L
)−1

не существует, λ = 0 является собственным зна-
чением. Спектр состоит из бесконечного множества собствен-
ных значений и их предельных точек, которые также бесконечны
и разбросаны от −∞ до +∞. Каждый ограниченный замкнутый
сегмент содержит лишь конечное число предельных точек соб-
ственных значений {λm,n},m = 1, 2, ...;n = 1, 2, ... . Ноль может
быть бесконечнократным собственным значением.

В спектральном разложении оператора L отсутствует абсолют-
но непрерывная компонента.
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ФОРМУЛА СЛЕДА ЗАДАЧИ КОШИ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
ПЕРВОГО ПОРЯДКА С ПЕРЕМЕННЫМ

ОТКЛОНЕНИЕМ АРГУМЕНТА
А.Ш. Шалданбаев, М.Т. Шоманбаева, Б.А. Шалданбай,

А. Бейсебаева (Шымкент, ЮКГУ)
shaldanbaev51@mail.ru, mtshomanbaeva@mail.ru

Рассмотрим в пространстве H = L2(0, 1) задачу Коши

y′(x) = λy(xα), x ∈ (0, 1], (1)

y(0) = 0, (2)

где 0 < α < 2 — фиксированная постоянная, λ — спектральный
параметр. Нетрудно убедиться, что обратный оператор задачи (1)–
(2) существует и является оператором Гильберта–Шмидта, поэто-
му его квадрат будет ядерным оператором, обладающим конечным
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следом. С помощью формулы Гаала [1] нам удалось вычислить этот
след.

Теорема 1.
а) Если 0 < α < 1, то trK2 = 1−α

1+α ;
б) Если 1 6 α < 2, то trK2 = 0.
Замечание 1. При α > 2 обратный оператор K не является

оператором класса Гильберта–Шмидта, поэтому наши методы бес-
сильны.

Замечание 2. Функция y(x) = x
1

(1−α) является собственной для
задачи Коши (1)–(2).
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КРИТЕРИИ ВОЛЬТЕРРОВОСТИ ЗАДАЧИ КОШИ
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПАНТОГРАФА

А.Ш. Шалданбаев, М.И. Акылбаев, М.Т. Шоманбаева,
А.А. Шалданбаева (Шымкент, ЮКГУ)

shaldanbaev51@mail.ru, mtshomanbaeva@mail.ru

Такие уравнения, как уравнение пантографа, начиная с 1970
годов, изучались в работах Т.Като [1], А.Изерлеса [2] и других ав-
торов. Уравнение пантографа возникает в самых разных областях:
астрофизике (В.А.Амбарцумян, поглощение света межзвездной ма-
терией), технике (Дж.Окендон, А.Б.Тайлер, 1971, математическая
модель контактного провода электроснабжения подвижного соста-
ва), биологии (А.Дж.Холл, Г.С.Уэйк, 1989, моделирование процесса
роста и деление клеток). В этих работах рассматривались вопросы
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разрешимости начальной задачи, асимптотического поведения ре-
шений на бесконечности, существования периодических и почтипе-
риодических решений, в основном для уравнения первого порядка
(уравнение пантографа ẏ = ay(λt) + by(t)) и различные ее обобще-
ния.

В настоящей работе методами работ [3], [4] исследована задача
Коши

y′(x) = λy(αx), 0 6 x 6 1, (1)

y(0) = 0, (2)

где α > 0 — фиксированная постоянная, λ — спектральный па-
раметр. Обратный оператор A задачи (1)-(2) является оператором
Гильберта-Шмидта, поэтому его квадрат будет ядерным, обладаю-
щим конечным следом. Имеет место следующая

Теорема 1.
а) Если 0 < α 6 1, то trA2 = 0;
б) Если alpha > 1, то trA2 = 1

α2 (1− 1
α ).

Если ядерный оператор вольтерров, то по теореме Лидского [5]
его след равен нулю, поэтому имеет место неравенство 0 < α 6 1.
Достаточность этого условия следует из теоремы Нерсесяна [4].
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5. Лидский В.Б. Несамосопряженные операторы, имеющие
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ИНТЕГРИРУЕМЫЕ ДИССИПАТИВНЫЕ СИСТЕМЫ
СО МНОГИМ ЧИСЛОМ СТЕПЕНЕЙ СВОБОДЫ

М.В. Шамолин (Москва, НИИ механики
МГУ им. М.В. Ломоносова)

shamolin@rambler.ru, shamolin@imec.msu.ru

В задачах динамики изучаются механические системы со мно-
гими степенями свободы с диссипацией (с пространством положе-
ний — многомерным многообразием). Их фазовыми пространства-
ми становятся касательные расслоения к данным многообразиям.
Так, например, изучение n-мерного обобщенного сферического ма-
ятника в неконсервативном поле сил приводит к динамической си-
стеме на касательном расслоении к (n− 1)-мерной сфере, при этом
метрика специального вида на ней индуцирована дополнительной
группой симметрий [1, 2]. В данном случае динамические системы,
описывающие движение такого маятника, обладают знакоперемен-
ной диссипацией, и полный список первых интегралов состоит из
трансцендентных (в смысле комплексного анализа) функций, вы-
ражающихся через конечную комбинацию элементарных функций.

Выделим также класс задач о движении точки по многомер-
ной поверхности, при этом метрика на ней индуцирована евклидо-
вой метрикой всеобъемлющего пространства. В ряде случаев в си-
стемах с диссипацией также удается найти полный список первых
интегралов, состоящий из трансцендентных функций. Полученные
результаты особенно важны в смысле присутствия в системе имен-
но неконсервативного поля сил.

Вообще же, для систем с диссипацией трансцендентность функ-
ций (в смысле наличия существенно особых точек) как первых ин-
тегралов наследуется из нахождения в системе притягивающих или
отталкивающих предельных множеств (см. также [1, 2]).

В работе показана интегрируемость некоторых классов динами-
ческих систем на касательном расслоении к многомерному много-
образию (об аналогичных исследованиях на касательных расслое-
ниях к многообразиям размерностей 2, 3, и 4 см. [3–5]). При этом
силовые поля обладают так называемой переменной диссипацией и
обобщают ранее рассмотренные.
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ОБ ОДНОЗНАЧНОМ ПРОДОЛЖЕНИИ РОСТКОВ
РЕШЕНИЙ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

ПЕРВОГО ПОРЯДКА
Н.А. Шананин (Москва, ГУУ)

nashananin@inbox.ru

Пусть Ω — открытое множество в Rn и определенная на нем
комплекснозначная функция u(x) ∈ C2(Ω) является классическим
решением квазилинейного уравнения

(P (u) =)

n∑

k=1

ak(x, u)
∂u

∂xk
= f(x, u), (1)

в котором коэффициенты ak(x, u) ∈ C2(Ω×C) и f(x, u) ∈ C1(Ω×C)
— комплекнозначные функции. В соответствии с разложением ко-
эффициентов ak(x, u) = a1k(x, u) + i a2k(x, u) на вещественную a1k
и мнимую a2k части определим на Ω два векторных поля: Xl,u =
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∑n
k=1 a

l
k(x, u(x))

∂
∂xk

, l = 1, 2. Предположим, что внешнее произве-
дение X1,u(x) ∧X2,u(x) 6= 0, ∀x ∈ Ω. Тогда отображение x → LP,u,
ставящее точке x в соответствие линейное подпространство, натя-
нутое на векторы X1,u(x) и X2,u(x), задает двумерное распределе-
ние LP,u в касательном пространстве. Предположим, что оно инво-
лютивно. Пусть Γ — непрерывная кривая, содержащаяся в одном
из максимальных интегральных многообразий LP,u.

Теорема 1. Если функция v(x) ∈ C1(Ω) является решением
уравнения (1) в некоторой окрестности кривой Γ, то из равенства
ростков vx∗ = ux∗ в некоторой точке x∗ ∈ Γ следует равенство
ростков ux = vx во всех точках кривой Γ.

Теорема доказана в статье [1]. Условия, налагаемые в теореме
только на старшую часть уравнения, достаточны для однозначного
продолжение ростков решений вдоль интегральных кривых распре-
деления LP,u. Отметим, что при нарушении условия инволютивно-
сти существенную роль начинают играть младшие члены.
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ОЦЕНКИ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ
И СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА
С НЕЛОКАЛЬНЫМИ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ1

А.Н. Шелковой (Воронеж, ВГТУ)
shelkovoj.aleksandr@mail.ru

Рассматривается дифференциальный оператор, действующий в
гильбертовом пространстве L2[0, 1], и порождаемый дифференци-
альным выражением

(Ly)(t) = −ÿ(t) (1)

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 16-01-
00197).
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и нелокальными краевыми условиями

y(0) =

2π∫

0

a0(t)y(t)dt; y(1) =

2π∫

0

a1(t)y(t)dt. (2)

Здесь a0 и a1 - функции из L2[0, 1].
Для исследования спектра оператора L рассмотрим сопряжен-

ный ему оператор L∗, который задается дифференциальным выра-
жением

(L∗x)(t) = −ẍ(t) + [ẋ(1)a1(t) − ẋ(0)a0(t)] (3)

и краевыми условиями

x(0) = x(1) = 0. (4)

Методом подобных операторов получены оценки собственных
значений и собственных функций исследуемого оператора.

Литература
1. Шелковой A.Н. Спектральные свойства дифференциальных

операторов, определяемых нелокальными краевыми условиями /
А.Н. Шелковой // Вопросы науки. — 2016. — Т. 3. — С. 83–90.

2. Шелковой А.Н. Метод подобных операторов в исследовании
интегро-дифференциальных операторов с квадратично суммируе-
мым ядром / А.Н. Шелковой // Вопросы науки. — 2016. — Т. 2. –
С. 68–80.

ОБ ОЦЕНКАХ ОСТАТКОВ СТЕПЕННЫХ РЯДОВ
ПРИ СПЕЦИАЛЬНЫХ ОГРАНИЧЕНИЯХ

НА КОЭФФИЦИЕНТЫ1

В.Б. Шерстюков (Москва, НИЯУ МИФИ)
shervb73@gmail.com

В недавней работе [1] изучалось поведение остатков степенных
рядов с положительными логарифмически выпуклыми коэффици-
ентами. Интерес к вопросу был вызван одной специальной задачей
из теории классических полиномов Бернштейна [2].

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного
проекта № 18-01-00236.
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Рассмотрим степенной ряд

∞∑

k=0

ak x
k, x ∈ R. (1)

Предположим, что коэффициенты ak удовлетворяют условиям

ak > 0, a2k+1 6 ak ak+2, k ∈ N ∪ {0};
∞∑

k=0

ak <∞. (2)

Обозначим через

rm(x) ≡
∞∑

k=m

ak x
k−m, m ∈ N, (3)

нормированные остатки ряда (1). Как показано в [1], при ограни-
чениях (2) для каждого m ∈ N верна оценка

rm(x) 6
am rm

am + (1− x) rm+1
≡ am

1− (rm+1/rm)x
, x ∈ [0, 1], (4)

где

rm ≡ rm(1) =

∞∑

k=m

ak, m ∈ N. (5)

Результат (4) допускает следующее усиление.

Теорема. Пусть коэффициенты степенного ряда (1) подчине-
ны ограничениям (2). Тогда для нормированных остатков (3) при
каждом m ∈ N верна оценка

rm(x) 6
am

1− (1/lm(x))x
, x ∈ [0, 1], (6)

где
lm(x) ≡ am

am+1
(1− x) +

rm
rm+1

x,

а величина rm определена по формуле (5).

Поскольку из (2) следуют неравенства

am
am+1

>
rm
rm+1

, m ∈ N,

то оценка (6) влечет прежнюю оценку (4). Теорема позволяет уточ-
нить результаты работ [1], [2], связанные с оценками уклонения по-
линомов Бернштейна от порождающей функции типа модуля.
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ЛОКАЛЬНО ЧЕБЫШЕВСКИЕ МНОЖЕСТВА В
КОНЕЧНОМЕРНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ1

К.С. Шкляев (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова)
konstantin.shklyaev@inbox.ru

Пусть (X, ‖ · ‖) — банахово пространство, A — подмножество X .
Обозначим ρ(x,A) = inf {‖x−a‖ : a ∈ A} — расстояние от элемента
x ∈ X до A, PA(x) = {y : ‖x−y‖ = ρ(x,A)} — метрическая проекция
точки x на множество A. Множество A называется чебышевским,
если для каждого x ∈ X проекция PA(x) состоит ровно из одного
элемента. Открытый шар пространства X радиуса r с центром в
точке x обозначим B(x; r).

Множество A называется локально чебышевским, если для каж-
дой точки x ∈ A существуют r(x) > 0 и чебышевское множество
Fx ⊂ X такое, что A ∩B(x; r(x)) ⊂ Fx ⊂ A.

Теорема. Пусть A — компактное связное локально чебышев-
ское множество в конечномерном нормированном пространстве
X. Тогда A — чебышевское множество.

Теорема не обобщается на случай произвольных бесконечно-
мерных банаховых пространств. Пример связного локально чебы-
шевского, но не чебышевского множества, основанный на примере
Ч. Данхэма несвязного чебышевского множества в пространстве
C[0; 1], был построен А. Флеровым.

В докладе предполагается обсудить различные варианты опре-
деления локально чебышевского множества, а также доказатель-
ство теоремы.

1 Работа поддержана грантом РФФИ (проект № 18-01-00333) и грантом
Президента РФ поддержки ведущих научных школ (проект НШ 6222.2018.1).
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ОБ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ И НЕКОТОРЫХ
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ

Ю.Н. Штейников (Москва, ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН)
yuriisht@gmail.com

В докладе будут представлены некоторые вычислительные ас-
пекты компьютерной алгебры для исследования полиномиальных
систем.

Также планируется представить результаты о некоторых важ-
ных применениях базисов Гребнера и интересных их приложениях.

О ПРИЗНАКЕ ЖОРДАНА ДЛЯ ОБОБЩЁННЫХ
СИСТЕМ ХААРА

В.И. Щербаков (Жуковский Московской области, МТУСИ)
kafmathan@mail.ru

Пусть p0 = 1, {pn}∞n=1 — целочисленная последовательность с

pn > 2 и mn =
n∏
k=o

pk(n = 0, 1, . . .). Всякое натуральное число n

единственным образом можно представить в виде

n =

s∑

k=0

akmk = asms + n′, (1)

где ak и s — целые с 0 6 ak < pk+1,ms 6 n < ms+1, 1 6 as < ps+1 и
0 6 n′ < ms, a любое число x ∈ [0, 1] можно разложить по формуле

x =

∞∑

n=1

xn
mn

, где xn — целые с 0 6 xn < pn. (2)

Если x − {pn} — иррационально, а также x = 0 или x = 1, то
его разложение по формуле (2) единственно; для x = l

mn
существу-

ет два его представления в виде равенства (2), одно из которых
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конечно (xk = 0 для всех k > n); его мы обозначим за l
mn

, а дру-
гое — бесконечно (xk = pk − 1 при k > n), которое будем обозна-
чать как l

mn
− . Получилась абелева группа последовательностей

G = {{xn}∞n=1|xn = 0, 1, . . . , pn − 1} с операцией +̇ покоординатно-
го сложения по модулю pn и обратной операцией −̇, в которой все
{pn}-рациональные точки “раздвоились”.

Положив l
mn

− < l
mn

, c [0, 1] на G переносится упорядочивание
точек и, следовательно, понятие вариации функции (под функци-
ей будем понимать отображение группы последовательностей G во
множество комплексных чисел C). Обозначим за V (E, f)− вариа-
цию, а за osc(E, f)− колебание функции f(t) на множестве E ⊆ G.

Подгруппы [0, 1
mn

−] задают систему окрестностей нуля в G, и
тогда на G задана топология, относительно которой на G опреде-
ляются предел и непрерывность.

C [0, 1] на G переносятся понятия меры и интеграла Лебега, ор-
тогональных и ортонормированных систем функций. Обозначим за
L(G) множество интегрируемых на G функций. Пусть {χn(x)}∞n=0−
обобщённая система Хаара: χ0(x) ≡ 1;

χmk
(x) =

{ √
mk exp

2iπxk+1

pk+1
, если x ∈ [0, 1

mk
−]

0 для остальных x.
и

χn(x) = (χms
(x−̇ n′

ms
)as , где xk+1 определены равенством (2), а

n′, s, as и ms− в формуле (1) . Имеют место следующие теоремы:
Теорема 1. (признак Дини-Липшица для обобщённых систем Ха-
ара (см. [1])) Если справедливо условие

osc(x+̇[
1

mn+1
,

1

mn
−], f) = o(

1

ln pn+1
), (3)

то ряд Фурье от функции f(t) ∈ L(G) по обобщённой системе
Хаара {χn(x)}∞n=0 сходится к ней в точке x ∈ G .

Простым следствием теоремы 1 является
Теорема 2. При выполнени условия

V (x+̇[
1

mn+1
,

1

mn
−], f) = o(

1

ln pn+1
) (4)

ряд Фурье от функции ограниченной вариации f(t) по обобщённой
системе Хаара {χn(x)}∞n=0 сходится к ней в точке x ∈ G.

Однако условие (4) нельзя улучшить даже для непрерывных
функций ограниченной вариации, ибо верна следующая
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Теорема 3. Для неограниченных образующих последовательно-
стей {pn}∞n=0 существует непрерывная функция ограниченной
вариации на G такая,что

V (x+̇[
1

mn+1
,

1

mn
−], f) = O(

1

ln pn+1
),

но её ряд Фурье по обобщённой системе Хаара {χn(x)}∞n=0 рас-
ходится в точке x ∈ G.

Таким образом, условие (3) нельзя улучшить для функций огра-
ниченной вариации, а признак Жордана не отличается (во всяком
случае, не улучшает) от условия Дини-Липшица (3),
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О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ЦЕЛЫХ РЕШЕНИЙ
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА
А.Я. Янченко, В.А. Подкопаева (Москва, НИУ «МЭИ»)

YanchenkoAY@mpei.ru

В последние десятилетия (начиная примерно с 70-х годов два-
дцатого века) появилось ряд работ, где исследуются алгебраические
дифференциальные уравнения, имеющие целые решения специаль-
ного вида (например, многочлены или целые функции, имеющие
конечное число нулей). С этими результатами можно ознакомиться
по монографии В.Н. Горбузова ([1]).

Авторами данной работы разработана некоторая техника, поз-
волившая в той или иной степени описывать алгебраические урав-
нения, имеющие одним из решений целую функцию конечного по-
рядка (без каких-либо других ограничений на нее) (см., например,
[2]). Применение этой техники к алгебраическим уравнениям вида
P (z, y, y′) = 0 позволяет получить следующий результат.

Теорема. Пусть P (z, ω1, ω2) — ненулевой многочлен с ком-
плексными коэффициентами. Пусть уравнение P (z, y, y′) = 0 име-
ет в качестве одного из решений целую функцию конечного по-
рядка y = f(z). Тогда функция f(z) является решением линейного
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однородного дифференциального уравнения вида

an(z)y
(n) + . . .+ a0(z)y = 0,

где {aj(z)} — многочлены с комплексными коэффициентами, при-
чем эти коэффициенты являются рациональными функциями от
коэффициентов исходного многочлена P .
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ON THE BOUSSINESQ APPROXIMATION
FOR POLYMER FLUID FLOWS WITH

TEMPERATURE-DEPENDENT HEAT CONDUCTIVITY
E.S. Baranovskii, M.A. Artemov (Voronezh, VSU)

esbaranovskii@gmail.com

We consider the Boussinesq approximation for steady flows of low
concentrated aqueous polymer solutions [1, 2] in a bounded domain
Ω ⊂ R3 under the no-slip condition on ∂Ω and mixed boundary condi-
tions for the temperature:





3∑

i=1

vi
∂v

∂xi
− µ∆v − κ

3∑

i=1

vi
∂∆v

∂xi
+∇p = βθg in Ω,

div v = 0 in Ω,
3∑

i=1

vi
∂θ

∂xi
− div{k(θ)∇θ} = ω in Ω,

v = 0 on ∂Ω,

k(θ)
∂θ

∂n
= ψ on S,

θ = 0 on ∂Ω\S,

(A)

where v and p stand for the velocity and the pressure, respectively, θ is
the deviation from the average temperature value, µ is the viscosity,
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κ is the relaxation viscosity, β is the temperature expansion coefficient,
ω denotes a heat source, g is the gravitational acceleration, k(θ) is the
thermal conductivity, S is a fixed part of ∂Ω, ψ represents the heat flux
in the direction of the unit outward normal n to S.

In system (A), the unknowns are v, θ, and p, while all other quanti-
ties are assumed to be given.

We are interested in weak solutions to problem (A). Let us introduce
the following functional spaces:

V m(Ω) := {u ∈ Hm(Ω) : divu = 0, u|∂Ω = 0}, m ∈ N,

Y (Ω) := {η ∈ H1(Ω) : η|∂Ω\S = 0}.

Definition. One says that a pair (v, θ) ∈ V 2(Ω)× Y (Ω) is a weak
solution of problem (A) if the following equalities

−
3∑

i=1

∫

Ω

viv · ∂ϕ
∂xi

dx− µ

∫

Ω

∆v · ϕ dx+ κ

3∑

i=1

∫

Ω

vi∆v · ∂ϕ
∂xi

dx

= β

∫

Ω

θg ·ϕ dx,

3∑

i=1

∫

Ω

vi
∂θ

∂xi
η dx+

∫

Ω

k(θ)∇θ · ∇η dx =

∫

S

ψη dS +

∫

Ω

ωη dx

hold for any ϕ ∈ V 1(Ω) and η ∈ Y (Ω).

The main result of this work is the following

Theorem. Assume that ∂Ω ∈ C3, meas (∂Ω\S) > 0, µ > 0, κ > 0,
β > 0, ω ∈ L2(Ω), ψ ∈ L2(S), the function k is continuous, and

0 < k0 6 k(τ) 6 k1 ∀τ ∈ R.

Then problem (A) has at least one weak solution (v, θ) such that

µ

∫

Ω

|∇v|2 dx+ µκ

∫

Ω

|∆v|2 dx 6 β

∫

Ω

θg · (v − κ∆v) dx,

∫

Ω

k(θ)|∇θ|2 dx =

∫

S

ψθ dS +

∫

Ω

ωθ dx.
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Remark. Our results provide an extension of the results obtained in
the papers [2, 3], where the thermal convection is studied for a simplified
version of the model of aqueous polymer solutions.
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ON RANDOM NONSMOOTH MULTIVALENT GUIDING
FUNCTIONS1

Yu. Bezmelnitsyna, S. Kornev (Voronezh, VSPU)
kornev_vrn@mail.ru; bezmelnicyna@inbox.ru

Let (Ω,Σ, µ) be a complete probability space and I = [0, T ]. We
consider the periodic problem for a differential equation of the form:

z′(ω, t) = f
(
ω, t, z(ω, t)

)
for a.e. t ∈ I, (1)

for all ω ∈ Ω, where f : Ω× I × Rn → Rn is a given map.
In order to study of problem (1) we use the method of random

nonsmooth multivalent guiding functions. The main ideas of the
method of guiding functions were formulated by A.M. Krasnoselskii
and A.I. Perov (see, e.g., [1]). The notion of guiding function was then
generalized in several directions and applied to various problems (see,
e.g., [2-6]).

By applying the random topological degree theory [6] we introduce
the notions of random nonsmooth multivalent guiding functions and
use them to prove the existence of periodic solutions to problem (1).
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DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH SEPARATION OF
VARIABLES IN THE RIGHT HAND PART

Yu. Eidelman (Tel-Aviv, Tel-Aviv University)
eideyu@post.tau.ac.il

We consider differential equations in the Banach spaces given in the
form

v′(t) = Av + ϕ(t)p,

where A is an unbounded operator, p is an element of the Banach space
and ϕ(t) is a scalar function. We present results on the Cauchy problem
and different inverse (identification) problems for such equations. Some
of results are extended on the degenerate equations

(Mv)′(t) = Av + ϕ(t)p

with a singular operator M .
For the Cauchy problem we obtain the well-posedness for the

nonsmooth right hand parts of the given form. In the inverse problem
we assume that the element p or the scalar function ϕ(t) are unknown
and some additional conditions are imposed.

This is a joint work with I.Tikhonov and A.Favini.
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A DIRECT AND INVERSE PROBLEM FOR A CLASS
STURM-LIOUVILLE OPERATOR1

Kh.R. Mamedov (Mersin, Mersin University, Turkey)
hanlar@mersin.edu.tr

We consider the equation

−y′′ + q(x)y = λ2ρ(x)y (1)

on the half line (0,∞] with the boundary condition

y′(0)− hy(0) = 0 (2)

where q(x) is a real-valued function satisfying the condition

∞∫

0

(1 + x) |q(x)| dx <∞. (3)

h is an arbitrary real number, λ is a complex parameter, ρ(x)
is a positive piecewise-constant with a finite number of points of
discontinuity.We note that in this study the inverse problem of the
scattering has been solved completely.In this paper, we investigate the
direct and inverse scattering problem for the boundary value problem
(1)-(3), in the case ρ(x)=1, was completely solved in [1-3]. When ρ(x) 6=
1, it was studied in [4] and [5]. In these papers, solution of inverse
scattering problem by using the transformation operator was reduced to
solution of two inverse problems on the intervals (0, a] and (a,∞]. The
discontinuous version by using the new(nontriangular) representation
of Jost solution of equation (1) completely solved by [6]. In this case the
discontinuity of the function ρ(x) strongly influences the structure of
representation of the Jost solution and the main equation o the inverse
problem. Uniqueness of the solution of the inverse problem for (1) when
q(x)=0 were given by [7] and [8]. Inverse problem for a wave equation
with a piecewise- constant coefficient was solved by [9] and [10].
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ON THE EIGENVALUE PROBLEMS FOR PERTURBED
DIFFERENTIAL OPERATORS

I.N. Parasidis, E. Providas (Greece, TEI of Thessaly)
paras@teilar.gr, providas@teilar.gr

We study spectral properties of a class of boundary value problems
involving a perturbed linear differential operator with multipoint and
integral boundary conditions. We show that the eigenvalues and the
correlated eigenfunctions of the perturbed problem can be constructed,
under certain prerequisites, from the eigenvalues and the corresponding
eigenfunctions of the simpler unperturbed problem, and reversely. The
results presented are applicable to the investigation of boundary value
problems for integro-differential and loaded differential equations. The
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latter appear in underground fluid and gas dynamics, mathematical
biology, economics, and ecology [1]. Further studies in spectral problems
for loaded differential equations with nonlocal boundary conditions,
one can see in [2] and the references cited in there. The exact solution
of integro-differential and loaded differential equations with nonlocal
boundary conditions is considered in [3].

Let X be a complex Banach space, A : X
on→ X a linear closed mth-

order differential operator and XA = (D(A), || · ||XA
) a Banach space

with graph norm. Consider the equation

Au− λ2u = 0, (1)

along with the abstract boundary conditions

Φ(u) = V G(u) + PΨ(u), u ∈ D(A), (2)

where the vectors Φ = col(Φ1, . . . ,Φm), G = col(G1, . . . , Gn), Ψ =
col(Ψ1, . . . ,Ψl), whose components are functionals which belong to X∗

A,
and V, P denote respectively m× n and m× l matrices with arbitrary
constant elements.

Let the general solution of (1) be expressed as

u = C1u1(x, λ)+, . . . ,+Cmum(x, λ), (3)

where u1(x, λ), . . . , um(x, λ) are a fundamental set of solutions of
the homogeneous equation (1). Substituting (3) into (2) we get the
equations

[Φλ(u)− V Gλ(u)− PΨλ(u)]C = 0. (4)

where C = col(C1, . . . , Cm) is a vector with constants to be determined
and

Φλ(u) =




Φ1 (u1(x, λ)) ... Φ1 (um(x, λ))
... ... ...

Φm (u1(x, λ)) ... Φm (um(x, λ))


 ,

Gλ(u) =




G1 (u1(x, λ)) ... G1 (um(x, λ))
... ... ...

Gn (u1(x, λ)) ... Gn (um(x, λ))


 ,

Ψλ(u) =




Ψ1 (u1(x, λ)) ... Ψ1 (um(x, λ))
... ... ...

Ψl (u1(x, λ)) ... Ψl (um(x, λ))


 .
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This system of equations admits nontrivial solutions if and only if

det [Φλ(u)− V Gλ(u)− PΨλ(u)] = 0. (5)

The values of λ which satisfy the characteristic equation (5), when they
exist, are the eigenvalues of the boundary value problem (1), (2). If λk
are the eigenvalues of the problem (1), (2), then the corresponding
eigenfunctions are given by

u(k)(x, λk) =

m∑

i=1

Ciui(x, λk), k = 0, 1, 2, . . . (6)

where Ci = Ci(λk) solve Eq. (4).
Consider now a perturbation of the operator A and the boundary

value problem
Au+ λ2gΨ(u)− λ2u = 0, (7)

Φ(u) = V G(u), u ∈ D(A), (8)

where, in addition, we assume dim kerA = m and take the vector g =
(g1, . . . , gl) ∈ (kerA)l. Also, let Il symbolizes the l × l identity matrix.
The next results can be proved.

Theorem 1. If detW = det[Il −Ψ(g)] 6= 0, the following are true:
(i) The perturbed boundary value problem (7), (8) by means of the
transformation v = u − gΨ(u) can be reduced to the boundary value
problem

Av − λ2v = 0, (9)

Φ(v) = V G(v) + PΨ(v), v ∈ D(A), (10)

where P = [V G(g)− Φ(g)]W−1.
(ii) If λk and v(k) are the eigenvalues and the related eigenfunctions
of the problem (9), (10), then λk and u(k) = v(k) + g[Il −
Ψ(g)]−1Ψ(v(k)) are the eigenvalues and the related eigenfunctions of
the problem (7), (8).
(iii) If λk and u(k) are the eigenvalues and the associated eigenfunctions
of the problem (7), (8), then λk and v(k) = u(k) + gΨ(u(k))
are the eigenvalues and the corresponding eigenfunctions of the
problem (9), (10).

Corollary 1. In Theorem 1 and when g satisfies Eq. (8), we have
P = [V G(g)−Φ(g)]W−1 = 0 and hence the problem (9), (10) becomes

Av − λ2v = 0,
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Φ(v) = V G(v), v ∈ D(A),

which is the unperturbed problem of the boundary value problem (7), (8).
Theorem 2. Let the functionals Φ1, . . . ,Φm be biorthogonal to the

functions z1, . . . , zm, where z = (z1, ..., zm) is a basis of kerA. Let Â
be a correct restriction of A defined by

Â ⊂ A, D(Â) = {u ∈ D(A) : Φ(u) = 0}.

Then:
(i) The spectral problem

Au− gΨ(u) = λ2u, (11)

Φ(u) = V F (Au), u ∈ D(A), (12)

where the vector of functionals F = col(F1, . . . , Fn) ∈ (X∗)n, has the
eigenvalue λ = 0 and the eigenvector u = 0 if and only if

detL = det[Il −Ψ(Â−1g)−Ψ(z)V F (g)] 6= 0.

(ii) The spectral problem (11), (12) has the eigenvalue λ = 0 and an
eigenvector u 6= 0 if and only if detL = 0.
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